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Sonnevend Györgys
V ég te len  d im enziós terek  konvex h a lm azairó l
Ë dolgozatban a l in e á r i s  eg y en lő tlen ség -ren d szerek  
é s  a konvex te s te k  e lm é le te  k é t k la s sz ik u s  eredményének 
v ég te len d im en ziós t é r r e  vonatkozó k i t e r j e s z t é s é v e l  fo g ­
la lk ozu nk .
C. Caratheodorey b iz o n y íto t ta ,  hogy egy n d im en ziós t é r  
bármely kompakt, konvex К halmazához ta r to z ó  pont e lő ­
á l l í t h a t ó  К le g fe lje b b  n+1 e x tr em á lis  pontjának kon­
vex  kom binációjaként.
A l in e á r i s  eg y en lő tlen ség -ren d szerek  /n  d im enziós té r b e n /  
e lm é le te  többek k ö zö tt Farkas Gyula é s  Itinkowski Hermann 
v iz s g á la t a ib ó l  ered.
Az e lm é le t  a lkalm azást nyer a szám elm életben, a fu n k c io ­
n á la n a l íz is  számos témakörében é s  az u tób b iva l k a p cso la to ­
san fo n to s  segédeszköz az e lm é le t i  f iz ik á b a n  i s  /kvantum - 
á lla p o to k  k la s s z i f ik á c ió j a / .  A lapvető szerep et j á t s z ik  az 
" op tim ális  programozási" elm életek ben  / p l .  Kuhn-Tucker
Az a la p t é t e l  n dim enziós vektorokra vonatkozó e g y en lő t­
len ség -ren d szerek re  t
sz ő le g e s  ind ex-halm az/ "következménye", azaz a b b ó l, hogy 
valam ely x  vektorra
t é t e l / .
Tegyük f e l ,  hogy az a az
/ 1/  , I )  í  0 , [  ( ) a s k a lá r is  szo r z a to t  
j e l ö l i ]
4követk ezik , hogy  
/ 2/  (a , x) ^ 0
Ekkor van n+1 nem negativ számi ^ Л2 » • • • » An+1 é s
n+1 A—b e l i  a ^ ,. • • , elem , hogy
n+1
/ 5 / a = Z Z * i
i= l
f e l t é v e ,  hogy az A -b e li vektorok az n -d im enziós t é r  egy  
zárt halm azát a lk o tjá k .
V izsgá lju k  e  t é t e l  á l t a lá n o s í t á s á t  X lo k á lisa n  konvex  
to p o ló g ik u s, védés v ek to r  terek re !
Az / 1 /  é s  / 2 /  r e lá c ió k  p o z i t iv  hom ogenitása a lap ján  a fen ­
t i  a la p t é t e l t  ig y  i s  fogalm azhatjuk:
Minden A z á r t  konvex kúpra 
/ 4 /  ° ( A° ) = A
ahol, ha X i l l .  X* j e l e n t i  a t e r e t  é s  a téren  értelm e­
z e t t  fo ly to n o s  l in e á r is  fu n k cion á lok  t e r é t  /" d u á lis ”/ ,  t e t ­
sző leg es  M С X halmazra
M° » { X» € X» ; x 6 M —*■ (x , X») * 0 }
i l l .  t e t s z ő le g e s  M* X* halmazra
°M» = { x  € X ; x* e M* —*■ (x , X*) ^ 0 }
A / 4 /  ö ssz e fü g g é s  valóban a f e n t i  a la p t é t e l  á lta lá n o s i tá s a  
/ a  / 3 /  b e lő le  a Caratheodorey t é t e l  alkalm azásával kapható
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f e l t é v e ,  hogy az [ a x ) -k  á l t a l  g e n e rá lt  К konvex kúpnak 
van kompakt s ík m e tsz e te , mely nem megy k e r e s z tü l az origon  
é s  g e n e rá lja  K - t . /
/ 4 /  b iz o n y ítá sa  egy a Hahn-Banach t é t e l t  á l t a lá n o s í t ó  Má­
zu k tó l eredő t é t e l  a lkalm azásával le h e ts é g e s .
E lő sz ö r  i s  term észetesen  M C . Tegyük f e l  l é t e z ik
x 0 £ °(M°) -  U Mazur f e n t i  t é t e l e  a z t mondja k i ,  hogy minden 
lo k á lis a n  konvex térb en  le v ő  M, a О- t  ta r ta lm azó  zárt  
konvex halmazon k iv ü l i  xQ ponthoz l é t e z ik  o ly a n  f Q f o ly ­
to n o s  l in e á r i s  fu n k c io n á l, melyre
/ 5 /  f Qlx 0 ) > l  é s  f c (x ) * 1 az M-n 
/ l d .  p l .  Tosida / 1 /  4 . f e j .  6 . §. 3» t é t e l . /
M ivel esetünkben M kúp, M-n csak f Q( x ) í  0 le h e t  /e g y  
kúpban minden elem t e t s z ő le g e s  p o z i t iv  szám szorosa i s  benn 
v a n /. Ez pont a z t  j e l e n t i ,  hogy f 0 8 M°, mig az / 5 /  e lső  
r e lá c ió já b ó l  ellentm ondásra jutunk* x Q nem ta r to z h a t  °(MeJ -  
hoz.
Ahhoz, hogy a /3 /- h o z  analóg  e l ő á l l í t á s t  b iz to s íth a ssu n k  a 
Caretheodorey t é t e l  vég te len d im en zió s  analógonjának ism ere­
t e  k e l le n e ,  azaz hogyan rep rezen tá lh a tók  egy konvex halmaz 
p o n tja i ex trem á lis  p o n tja i s e g ít s é g é v e l .  Choquet b iz o n y íto t ta  
a következő t é t e l t :  Legyen X egy lo k á lisa n  konvex popologikus  
v e k to r té r  konvex, kompakt részhalm aza, mely m e tr izá lh a tó , 
ekkor X ex trem á lis  p on tja in ak  E halmaza G j  tip u su  és  
minden x € X -h e z  E-n l é t e z i k  egy nem negativ yv,x  B e ire -
mérték* hogy
f  (xj= f  f  (d e )
В
minden f  £ X* - r e .  Azaz x  a /u^. m érték baricentrum a.
A f e n t i  m érték a d o tt x e  X -re, akkor é s  csak akkor egyér­
telm ű, ha az L x  В /В  a v a ló s  számok t e r e /  térb en  az 
X x 1 á l t a l  g e n e rá lt  kúp h áló  az á l t a l a  d e f in iá l t  részben  
ren d ezésre . /На 0 £ К kúp egy L l i n e á r i s  té r e n , akkor 
x ^ y  akkor é s  ceak akkor, ha (x -y ) £ К továbbá egy  r é sz ­
ben r e n d e z e tt  halmaz h á ló , ha bárm ely k é t  elem éhez van egy­
értelm ű min, é s  max.
/В  k ét t é t e l  b iz o n y ítá sá t  i l l e t ő e n  lá s d  Choquet-Meyer c ik k é t
a részb en  r e n d e z e tt  l in e á r i s  terek  e lm é le té t  i l l e t ő e n  Yosida
/ 1 / ,  X II . f e j .  i l l .  Bourbaki " In tegra tion "  1. könyvét . -
Az i ly e n  konvex halm azokat szim plexeknek nevezh etjük  /v é g e s ,
n d im enziós e se tb en  éppen a szim plexek  -  n+1 pont konvex
burkai ren delkezn ek  a f e n t i  tu la jd o n sá g g a l/ . -
Tanulságos a következő p é ld a . A fu n k c io n á la n a líz isb ő l ism e r t ,
hogy S zep & ráb ilis  norm ált t é r  d u á lisán ak  egységgömbje konvex
kompakt m etr izá lh a tó  t é r  a gyenge top o lóg iáb an .
S p e c iá lisa n  a C (o ,l)  t é r  d u á lisá t  t e k in tv e , amely a [ o , l ] - n
é r te lm e z e tt  ЬеЪецие- S t i e l t je s  /k o r i .v a r . f g v . /  mértékek ö s z -
a zessó g e , a p o z i t iv  mértékekre a norma J 1 d /u  , e z é r t
[o.i] 7
az 1 normáju p o z i t iv  elemek (K ) egy  "sikon" feküsznek  
/r a jtu k  az azonosan 1 függvény á l t a l  d e f in iá l t  l in e á r i s  
f o ly t  fu n k c io n á l konstans 1 é r té k e t  vesz  f e l /  -  é s  a p o -
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z i t i v  mértékek kúpja a H ahn-felbontás lé t e z é s é b ő l  követke­
zően h á lószerű . Végül К e r tre m á lis  p o n tja i a [ 0 , l ]  in t e r ­
vallu m  p o n tja iv a l á lla n a k  k ölcsön ösen  egyértelm ű m e g fe le l­
t e té s b e n , lá t ju k  te h á t , hogy a Choquet-Meyer t é t e l  i t t  ép­
pen a Riesz-Markov r ep re z en tá c ió s  t é t e l t  ad ja . És e példa  
m u tatja , hogy vég te len d im en zió s  ese tb en  e lő fo r d u lh a t az i s ,  
hogy a rep rezen tá ló  mérték nem atomos /m in t a Caratheodorey
t é t e l b ő l  következően véges d im enziós e se tb e n /.
0
M inthogy a C (0 ,l)  d u á lis  te r e  /k o r lá to s  v á lto z á su  függvé­
n y ek / nem s z e p a r á b il is  a kérdés fe lv e tő d ik ;  L szep ará -  
b i l i s  p l .  H ilb er t t é r  e se té n , mikor atomosak a rep rezen tá­
l ó  mértékek?
E lő szö r  megmutatjuk, hogy az un. H ilb er t t é g la  e se té n  a 
f e n t i  kérdésre ig e n lő  a v á la s z , majd egy másik p é ld á t  mu­
ta tu n k , melyben a v á la sz  tagadó.
A H ilb e r t  t é g la  T m egszám lálható sok szak asz d ir e k t  szor­
z a ta . d i)  -ben  azon pontok halmaza [ ( X ^J m elyekre
|X J  ^  H a= l»2 , . . .
7 konvex kompakt halmaz /á lta lá b a n !  egy b á z is s a l  ren delke­
ző s z e p a r á b il is  В-té r b e n  egy T halmaz akkor é s  csak ak­
kor kompakt, ha minden £ >  О-h oz van n* , hogy n > n D-  
ra : llB^ X H< £ ,  x €  T-re e g y en le te sen  , -  R^ x , az x  
k if e j té s é b e n  az n ta g g a l kezdődő "maradék" ö ssz e g  / fa r o k / .  
Lásd p l .  L u sztyem yik  S zob o ljev : Elemente der F u n k cion a l-  
a n a ly s is ,  B er lin , I960 . Kap. I V ./
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T ex trem á lis  p o n tja i E az é lvégp ontok  d irek t szo r z a ta  
j e le n ts e  d^ , a T n d im en zió já t adó é lv ek to r  f e l é t .  T 
bármely p o n tja  cn d^ alakban ir h a tó , ahol | e j  í  1
és E p o n t j a i t  ICn I = 1 j e l le m z i .
Megmutatjuk, hogy T bárm ely p on tja
alakban ir h a tó , ahol en  ex trem á lis  ( е в ) .  M ivel
У  = 1 , ebből k ö v e tk ez ik , hogy a r ep re z en tá ló  mértékek 
2Г
v á la sz th a tó k  atomosnak.
A b iz o n y itá s  azon a la p s z ik , hogy az j j sor alkalm as 
e lő j e le z é s é v e l  minden -1  és  +1 közé eső  szám megkapható, 
minden C^-hez vá lasztu n k  egy i ly e n  e lő j e l e z é s t ,  é s  e ^ -t  
e z á lta l  j e lö l j ü k  k i.
E lég a z t b iz o n y íta n i, hogy az j - i - j  e lő j e le z é s é v e l  ka­
p o tt vég es  összegek  m indenütt sűrűn vannak a [ - l , l j - b e n  
a v é g te le n  összegek  ennek le z á r á s á t  adják. Minthogy a d ia -  
dikusan r a c io n á l is  számok:
К
Y L  - b  ni > nj  1 > á -re
i= l  2 1
mindenütt sűrűn vannak, e lé g  megmutatni, hogy ezek  e lő á l ­
l í t h a t  ók a f e n t i  e lő je le z é s e k k e l .  Ez ped ig  a zér t le h e ts é g e s ,  
mert
_ L -  í ____ L_ e  1 ____ !____ < =
2 s 2*~*' 2 s 2 4 2 *^ 2 s
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ha az sorozatban hézag van, a z t  k ip ó to lh a tju k .
Érdekes m egjegyezni, hogy a H ilb e r t  tég lá n a k  n in cs  b a r i-  
cen tr ik u s  fe lb o n tá s a , azaz a v ég es-d im en zió ju  t é g la  csök­
kenő d im enzióju lap k özép p on tja i á l t a l  a lk o to t t  szim plexek­
re bontáshoz analóg fe lb o n tá s .
m
A véges d im enziós ese tb en  1  cn ®n * 1 - 0 ^ — C2 . . .  580
n=l
va lam ilyen  konkrét e lő je lv á la s z tá s r a  ad ott egy sz im p lex et, 
és  m ivel minden v ég es  sorozat monoton sorozatba ír h a tó , 
a zér t e szim plexek eg y ü ttese  k ia d ta  a t é g lá t .
H ilb er t t é g lá n á l jc ^ j-n e k  a [ 0 , l ] - n e l i  r a c io n á lis  számokat 
véve olyan pon tot kapunk, mely n in csen  benn e g y e tlen  
szin p lexb en  sem /sz im p lex : a /L.Cn (+ en ) , ahol 0 -C n ^ l  
é s  m egszám lálható sok monoton r é sz r e  bonatható /m elyek
maguk i s  monoton következnek, Írh atók  egym ásután/. Valóban 
a rác. számok term észetes  rendjükben nem írh atók  l e .  -  A 
b a r icen tr ik u e  fe lb o n tá s t  teh á t á l t a lá n o s í t a n i  k e l l  majd.
A következő példánkban lá t ju k , hogy a Caratheodorey t é t e l ­
ben sze r ep lő  n+1 h elyéb e v ég te len d im en ziós /d e  szep a rá b i-  
l i s /  á lta lá n o s í tá s á n á l a me gszám iá lh atón ál "(n)" jó v a l na­
gyobb szám osság " (n+l)ként" a kontinuum lé p .
Tekintsük az L2 (0 ,l)  H ilb er t térb en  azon függvényeket 
/pontosabban ezek o s z t á ly a i t  mod 0 mértékű halm azokra/, 
melyek monoton csökkenők, p o z it ív a k  é s  1- n é l  nem nagyobbak.
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Ezek halm aza X konvex é s  kompakt, M .E iesz, Kolmogorov, 
Frechet j ó l  ism ert kom paktsógi k ritérium a t e l j e s ü l :
1
J  I *  ( t )  I d t < К
és minden £>  0-hoz van olyan 6  , hogy ha 0 < h <<f
1 2 
J~ I X (t+h) -  X (t) I d t <  £
о
Valóban a m onotonitás m ia tt  
és  m ivel 0 - x ( t )  -  1
/u ( s n ) = /u  ( t :  h n ^ x  (t+h) -  x (t)< h (n + l)j-(^  -  h) S) (Sn )
ahol  ^ ( Sn ) az x (t) függvény á l t a l  g e n e rá lt  B oréi mérték
/ u= d t a Lebesque m érték.
1
x  (t) * J  1 d^ 
t
Ezért
/  I x (t+h) -  x (t) I d t < (n+l) h2 ( i  -  h)  ^( s j é  h ^ (sJ  
Sn
2
fe lh a sz n á lv a  az ( 5  “  ь ) é s  n+1 ^ 2n össze fü g ­
g ések e t. Ha n = 0 , akkor
2
J I x  ( t+h) -  x (t) I d t  -  h2 k: h
11
M ivel Z  N)(Sn )— X ( о ) -  x ( l )*6 1 kapjuk, hogy a k ö v e te lt  
r e lá c ió  t e l j e s ü l  £ = 2 á véve, m inthogy egy  I^-ben  kon­
vergens sorozatnak van majdnem m indenütt konvergens r ész ­
so ro za ta  é s  az i s  monoton függvényhez ta r t :  X kompakt.
Az X halmaz e x tr em á lis  p o n tja i E a [ 0 , i n t e r v a l l u ­
mok  ^ -  1 k a r a k te r is z t ik u s  fü g g v én y e i, -  minden f e n t i  t i -  
pusu x ( t )  függvény a 9 m értéket ezeken egyértelm űen meg­
h atározza . Ha a \) m érték nem atom os, az á l t a l a  e l ő á l l í t o t t  
függvény nem n yerhető  m egszám lálható sok e x tr em á lis  pont s e ­
g í t s é g é v e l .
Irodalom: 123
1 . Y osida, F u n ction a l A n a ly s is , Springer 1965, o ro szu l,
1967.
2 . Choquet-Meyer: E x isten ce  e t  u n ic i t é  des rep re sen ta tio n s
in t e g r a le s ,  Annales de 1* I n s t i t u t  F u o rier , 1963.
p. 139-15*.
3. C.Berge e t  Ghomla-Honri: Programmes, jeux e t  reseaux de
tr a n sp o r t, Dunod P a r is  1962, o roszu l i s  m egjele­
n ik .
-  12
S u m m a r y
In t h is  n o te  we want t o  in v e s t ig a te  th e  problem o f the  
gen eration  a convex s e t  by i t s  extrem  p o in ts  in  th e  i n f i ­
n it e  d im en sion al c a se .
The fundam ental theorem  o f  G.Choquet s ta te s :
Be X a lo c a l l y  convex to p o lo g ic a l v e c to r  sp a ce , E a 
compact convex su b se t o f  i t .  Then, th e  s e t  o f th e  extrem al 
p o in ts  o f  K, E, i s  G<5 and to  ev ery  p o in t x  e К th ere  
i s  а Вахте measure on E having x  a s  harycentrum, th a t  
i s
x = J e d /u  (e) / u (e )= 1 , /u(E»j ^ 0 f o r  E»c e
E
We in q u ire : in  what c a s e s  i s  t h i s  measure d is c r e t  /a to m ic /
-  s p e c ia l ly  when X i s  a separable H ilb er t -  sp ace. F ir s t  
we shaw, th a t  fo r  th e  so  csû .led -/co m p a ct/-H ilb ert p a ra ie -  
logram:  ^x^j , | 5  a l l  /u  can be chosed to  have
the d is c r e t  w eights - p  , n * 1 , 2 , . . .  /However K-has 
ordinary b a ry cen tic  d ecom p osition /. The more in te r e s t in g  
second example shovs th a t  -  in  L2 ( 0 , l )  ta k in g  К to  be 
the s e t  o f  monoton d e c r is in g  fo n c t io n s  x ( t ) ,  such th a t  
0 & x  (t)  ^ 1 -  wish i s  proven to  be compact -  th e  d is c r e t  
measures on E are n o t s u f f i c ie n t  to  gen erate a /c o n t in o u s /  
fu n c tio n  in  E.
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P •  » в м в
В этой статье изучается представление выпуклого множества через 
его крайние точки в бесконечномерном случае.
Основная теорема Шоке гласит: для каждого пункта х выпуклого, 
метризуемого, компактного множества К локально-выпуклого пространст-
X
ва X существует бэровская неотрицательная мера /л такая, что
у  Г Е ) - 4  , где Е -  множество /  типа 6 f  /  крайних точек К ,
и X является " барицентром V т .е .
X -  J  Л ( Г ' ) > 0
для Е с  Е
Спрашивается: когда эта мера дискретна в случае X сепарабельного 
гильбертового пространства. Пусть К " гильбертов параллелограмм ".
i i ]  , тогда можем быть взята мера д  * , имеющая
дискретные весы < п ~ 2 ' ’• • •
Однако теперь обыкновенное " барицентрическое " разбиение не­
возможно. Интересен и второй пример, когда К -  множество убывающих 
функций о  ^ х №)  £ 4,  в (О,  4 )  -  это множество ком­
пактно, но для представления непрерывной функции дискретные меры уже 
недостаточны.
Varga G yulai
A B a ir s to w -fé le  e ljá r á s  á l t a lá n o s í tá s a  tr igon om etrik u s  
polinomok fa k to r iz á lá s á r a
A B a ir s to w -fé le  e ljá r á s  i t t  k ö z lé sre  k erü lő  á lta lá n o s í tá s a  
le h e tő v é  t e s z i  az
k=o
polinomok d. cos x  + ß s i n  x  + 1 a lakú tényezőkre v a ló  
fe lb o n tá s á t .
T ekintsük a következő azon osságot:
f  (x)*  ( est COS X + ß e i n  X + l )* g ( x )  + A ( U , ß )  s in  X + B ( U , ß )  / 1 /
ahol g(x)  n -l-ed ren d ü  tr igon om etrik u s polinom . Í z  a f e l ­
ír á s  a l in e a r iz á lá s i  k é p le te k  a lap ján  le h e ts é g e s .
Az А Ы.&) = О
eg y en le tren d szer t i t e r á c i ó  s e g ít s é g é v e l  akarjuk m egoldani 
oi - r a  é s  (3 -r a . Ehhez az
A + A* d<* + Aß dß = О 
В + В* doi. + Bß d ß  * О
l in e á r i s  e g y en le tre n d sz e r t k e l l  du - г а  é s  d (5 - r a  megol­
danunk. Az egyen letren d szerb en  sze r ep lő  p a r c iá l i s  d e r iv á l­
takhoz a következőképpen jutunk:
D er iv á lju k  / l / - e t  Л i l l .  ß  s z e r in t .  A követk ezőket kap-
n
alakú  tr igon om etrik u s
в  k i í )  =  о / 2/
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g (x )  COS X = -  (Ы. COS X + ß s in  X + l )  gp(x) -
-  A.JoC.ß) s in  X -  B^icL'ß) 
i l l .
g (x) s in  x  = -  (л co s  X + ß  s in  X + l )  gß (x) •
-  AßU, ß)  s in  x -  B pU .ß)
/ 3 /
/ 4 /
L átható, hogy А- t ,  В- t ,  valam int ö s sz e s  e lsőren d ű  parciá­
l i s  d e r iv á l t j a i t  eg y -eg y  n-edrendti tr igon om etrik u s p o l i -  
nom oC. cos x  + ß s in  x  + 1-g y e l  v a ló  o sztásak or  k e le tk e z e t t  
maradók eg y ü tth a tó ik én t kapjuk.
K iindulva va lam ilyen  k e z d e ti érték ek b ő l (ыо , ßo) , most 
mér f e l ír h a t j u k  a / 2/  eg y en letren d szer  m egoldására szo lg á ló  
i t e r á c ió t :
<*i-H -  Ф (rti.ßi)
=  / ъ /
ahol
Ф М  = В А л-A B f i  A* fyi - Aß Bd
és ' l ' M -  /3 + A & -B A *
AuBß-AßBd
A nevezőkben sz e r e p lő  J a c o b i- fé le  determ ináns 0—t ó i  va ló  
különbözőségét a későbbiekben m utatjuk meg.
Á l l í t á s : Legyen Ы co s  x  + ß s in  x + 1 f ( x )  té n y e z ő je , 
és  legyen ek  ennek g y ök ei  ^ é s   ^ ; amennyiben g(^)
é s  g(7) » valam int ÖL z é r u s tó l különbözők, akkor az / 5/  
i t e r á c ió s  e ljá r á s  k on vergenciája  leg a lá b b  másodrendű.
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B izo n y ítá s: Azt k e l l  megmutatnunk, hogy
Ф ч = ф»(«*. а ) = t . №  g)  -  ф« к , i )  -  о
í r ju k  f e l  ezeket a p a r c iá l i s  d e r iv á lta k a t:
1 =1 В А м ц - A B d ß ( B A f i - A B ß ) D * ] \D D 2 Л a=ü
stb .
Ahol D a  már e m li te t t  Ja co b i-fé le  determ ináns. Mivel 
A (á.,/3)« О és В ( Ä i Ö) *  0, e z é r t  elegendő megmutatni, 
hogy D (£,ß)  + 0.
1 . /  f i 1* 7  • B eh e ly e tte s itv e  |  - t  és  *} - t  / 3/ - b a  és
A /-b e , a  k ap o tt egyen letrendszerbő l k ife je z h e t  ők a szük­
séges p a r c i á l i s  d e r iv á lta k , amelyekből D képezhető:
mivel ÖL cos  ^ + ß s in  ^  + 1 * 0 és
ÖLcoeß + ß Bin*} + 1 * 0 e z é rt
sin ( ( - 7 ) _  4 
sin 7 -sin^ c£
te h á t
о off) 9 (,ii , йфО
2 . /  7 —  ^ . A  / 6/  közvetlenü l nem alkalm azható, de megkí­
sé re ljü k  határátm enet u t já n  e l ju tn i  D-hezs
Legyen {Г — 7 = J  , akkor
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sinesin ( f ~  _ ____
5in Г) — sin  ^ Sin^cosó — C 05^sind— SinÇ
1 1
■ r cosd -  i r
s ,4  s in i  cosf
cos^
te h á t
£> =  -A M .C05 ^
M ivel továbbá d  cos  ^ + ß  sin^ + 1 = 0 , é s  mxvel ^
k é ts z e r e s , d e r iv á lv a  -ő is in ^  + (Scos^ = 0 , e k ét egyen-
lé t b ő l  kapjuk
öt =  — cos Г , te h á t
о  = 4 í l О + 0
E zze l a b iz o n y ítá s t  b e fe jez tü k . A b iz o n y ítá sn á l fe lh a s z n á l­
tu k , hogy A é s  В k é tsz er  fo ly to n o sa n  d er iv á lh a tó k . U to l­
só eredményünk a lap ján  mondhatjuk, hogy a konvergencia akkor 
i s  másodrendű, ha d c o e Ç  + ß s in  íj + 1 k é tsz e r e s  gyökkel 
ren d e lk ez ik . Nem fo g la lk o z tu n k  a z z a l az e s e t t e l ,  amikor 
c<cos X + ß  s in  x  + 1 magasabb hatványa i s  tén y ező je  f ( x ) -  
nek.
M egjegyzés: őt. = 0 e se té n  / l / - e t  a következőképpen m ód osit-
juk: f ( x )=(o í . cos  x  + ß s i n  x  + l )  * g (x)+ A%tJ)cos x +
Az e ljá r á s  e t t ő l  kezdve hasonló ahhoz, amit ot.  ^ 0 e se té n
követtünk, é s  D = -  — i l l .  D a ----- 2 j í i -
ft ft
adódik, ha ß Ф 0 .
A k ö z ö lt  e l já r á s  programja az U ral- 2  e lek tro n ik u s  számoló­
gépre k é s z ü lt  EPT autókódban.
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Irod a i oat
J.F .T raub : I te r a t iv e  methods fo r  the  so lu tio n  of equations 
/P re n tic e  H all I n c . /
G.H.Golub, T. H. Bobértson: Â genera lized  Bairstow Algoritm  
/САСМ 1967. Ju n iu s /
G.M. B ir tw is t le ,  D .J.Evans: On the g e n e ra lisa tio n  of Bairstow* s 
method. /BIT 1967. N r .3 ./
S u m m a r y
In  the paper a g e n e ra liz a tio n  of Bairstow*s method which
makes p o ss ib le  the  f a c to r iz a t io n  on f a c to r s  of th e  form
oCcos X + ősin  X + 1 of th e  trigonom etric  polynoms of form 
n
y~ P£ cos i  X + s in  i  X i s  described . As a r e s u l t  of 
i=o
the  procedure the  convergence i s  quad ra tic  even i f  
o^cos X -I- (bein X + 1 has double ro o ts .
Р е з ю м е
В статье дано обобщение метода Берстова,ноторое даёт возможность 
разложить тригонометрические многочлены, заданные в виде
р|Со*;х * ej; sin ix ( на множители л  соьх +• р ы п х  + 4 -
В качестве результата получено, что сходимость квадратична
имеется двукратныйи в случае е<совх t^ ain x + 1
корень.
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Ham os Z so lt:
Konvex zá rt halmazok képének a zá rtsá g á ró l
Az j ó l  ism ert, hogy egy  X H eyuadorff-féle to p o ló g ik u s  t é r  
M részhalm azának a fo ly to n o s  képe egy I  H a u sd o r ff-fé le  
to p o ló g ik u s  térb en  á lta lá b a n  nem z á r t , de ha az U halmaz 
kompakt -  te h á t zá rt - ,  akkor a képe i s  kompakt.
A komp aktaág fe lh a sz n á lá sa  n é lk ü l adunk egy f e l t é t e l t  zárt 
halmazok képének zártságára  vonatkozólag.
1 . t é t e l :
Tekintsünk egy l in e á r i s  fo ly to n o s  A o p erá to r t, amely d e f i ­
n iá lv a  van egy X r e f l e x iv  B anach-téren, é s  az X t e r e t  
egy X Banach-térbe k ép ez i.
Az X t é r  minden k o r lá to s  konvex zárt részhalm azának a képe 
k o r lá to s  konvex z á r t .
B iz o n y ítá s :
Legyen M az X t é r  k o r lá to s  konvex zárt részhalm aza. Az 
n y ilv á n v a ló , hogy A(M) -  az M halmaz képe -  konvex és  
k o r lá to s .
Legyen yQ az A(u) halmaz lezárásának egy p o n tja . Az U- 
ben l é t e z ik  olyan { Xn}„.4 so ro z a t, amelyre az AXq kon­
v e r g á l erősen  az yQ-h o z . Az X t é r  r e f le x iv ,  e z é r t  az M 
halmaz gyengén kompakt, s  íg y  az {X0 } n=4 soroza tb ó l
k iv á la sz th a tó  egy [x, ;]  r é sz so r o z a t , amely gyengén konvergál 
az X t é r  valam ely x Q elem éhez. F e lte h e tjü k , hogy a k iv á -
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l a e z to t t  {Xrfj so ro sa t megegyezik a s  e re d s t i  { x^J 
so ro s a t ta l .
A H a zu r-té te l*  m ia tt a s  xQ banns van a s  { x^] so ro sa t 
s á r ty konvex burkában, te h á t  xQe H.
A Ma z u r - té te l  ism é te lt alkalma sásával konstruá lha tó  egy x^ 
so rosat as H-ben, amely konvergál erősen  as xQ-hos. Mivel 
as { X .L . konvergál gyengén az xQ-h o s , e zé rt a Mazur- 
t é t e l  s z e r in t  minden n term észetes számhoz lé teznek  olyan 
nemnegativ számok
(") ,<») , ("J
1 1 1 рл i ,
hogy
II £  ef* X„,j -  x0 IIj-0 < *  •
Legyen
(rt)
xn =  2_  Xn,j .
J-o
Az ny ilv án v aló , hogy x^€ H és
I I * " - * . !
Az A o p e rá to r  fo ly tonossága  m ia tt e lé g  b izo n y ítan i, hogy 
Ах  ^ konvergál erősen az yQ-hoz, m ert ebben az esetben
Уо *„“ ■ A(M) • 
m Mazur t é t e l .
Legyen az X norm ált té rb e n  az {x„ ]n>( so rozat gyenge 
lim esze xQ. Ekkor minden £> o-hoz van az x^ elemeknek 
olyan konvex kombinációja Z1 <*j Xj («íj *0 ; EoCj»4 ) 
hogy II X« -  II <.€
j*«
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Legyen £> о t e t s z ő l e g e s ,  elekor l é t e z ik  o lyan  N (£) , hogy 
D ЛЗд -  y0 ll , ha n* H(£) .
Az n y ilv á n v a ló , hogy
11 A x „  - y „  ï -  II t _ A * ntj ~ y o II =j-ro
fi. R.
=  Il üj (Axntj ~ [jo) Il — I Axn.j i/o II ^  £1 ~° j “O
hacsak n  ^ N(£) . Q„E„D.
A három f e l t é t e l  / r e f l e x i v i t á s , k o r lá to ssá g  é s  k o n v e x itá s /  
egy ik e  sem hagyható e l  még t e l j e s e n  fo ly to n o s  op erátor  e se ­
té n  sem.
1 , példa:
Legyen X = C [0 ,l]  , azaz a [0 ,l ]  zá rt in terva llu m on  é r t e l ­
m ezett fo ly to n o s  függvények t e r e .
Ism ert, hogy az X nem r e f le x iv .
Az M * [x(jb) I x ( t )  € X, x (o)= o,  x ( l )  a 1,  o í  x ( t )  -  l j  
halmaz k o r lá to s , konvex és  z á r t .
i
T ekintsük az f ( x ) = f  x  (t) d t l in e á r i s ,  k o r lá to s , te h á t
О
t e l j e s e n  fo ly to n o s  fu n k c io n á lt .
Ebben az esetb en  f ( i l )  = ( 0 , l )  n y i l t  in terv a llu m , mert
X„U) =
amint 0 ■* <* < 1 ,  de nem lé t e z ik  olyan x e  iá, hogy
f ( x )  = 0 , vagy f ( x )  » 1 .
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2, példa:
Legyen X » В az E uklide e i  s ik .
Az M * {zt z * ( x , y ) ,  о < х Ч ,  | * y ]
2
konvex, z á r t  de nem k o r lá to s .
As f ( x )  » X fu n k c io n á l l in e á r is  k o r lá to s  / t e l j e s e n  f o ly t o ­
n o s/ ós f  (M) » (0 ,1] b a lr ó l  n y i l t ,  job b ró l zá rt in terv a llu m .
5. példát
Legyen X H i lb e r t - té r  és H a  { ]~< ortonorm ált rend­
szer. X r e f le x iv ,  Ы k o r lá to s  z á r t ,  de nem konvex.
Tekintsük az fi*?) = (*Р,Ф) fu n k c io n á lt, ahol
Az f  (f) funkcionál l in e á r i s  és k o r lá to s  / te l je s e n  fo ly to -
A fentebb b iz o n y íto tt  t é t e l  alkalm azásával b izo n y ltju k  a kö­
vetkező t é t e l t .
2, t é t e l t
Legyen A egy l in e á r i s  fo ly tonos o p e rá to r , amely leképez i 
az X r e f le x iv  B anach-teret az T Banach-térbe.
nos/. Mivel f  («Pi ) = -J- , e zé rt
amely nem z á r t ,  mivel 0 $ f  (м)
Ha H konvex, k o r lá to s  és z á r t  részhalm aza X-nek, és у e x, 
akkor l é t e z ik  olyan х^б M, -y - tó l  függő -  elem, hogy
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in f  H Ax- 7  И * R Ах - y  1= dy ,
xeM y
B izo n y ítá s:
Legyen {*« ]„ i £ ^  olyan so ro za t, hogy
l i n  II Av —y  I = dy
П -¥00 “
Az e lőző  t é t e l  b izo n y ítá sá h o z  hasonlóan k on stru á lh ató  o lyan ' 
so ro z a t, hogy ( ? « } ” , konvergál valam ilyen  
X , ,  G U elem hez erő sen , é s
lim  1 A x - y  II « dy .
n - * o o  ß
Az A(U) az e lő ző  t é t e l  m iatt z á r t , e z é r t  Ax £ A(m) ,  ésJ
ÍS7
lim  í Axü- y  í * ï AXy-y 8 = dy . Q.E.D.
1. Megjegyzés:
A következő J ó l ism ert t é t e l  t r i v i á l i s  következménye a máso­
d ik  té te ln e k .
Legyen X r e f le x iv  B anach-tér és H konvex, zá rt r é sz h a l­
maza X-nek, továbbá y  € X.
Ekkor l é t e z ik  o lyan  x  G H, -  y - t ó l  függő -  elem , hogy 
in f  Их—y  fl « R x - y l
X €  H J
B izo n y ítá s:
Alkalmazzuk a második t é t e l t  a következőképpen.
X * Y, é s  A az id e n tik u s  operátor. Az U-nek v á lasszu k  a
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H-nak és egy y  középpontú, elég  nagysugarú gömb nem ü res 
m etszeté t.
2 . M egjegyzést
Az e lső  p é ld a  t r i T i á l i s  következm énye, hogy a C [0,1] nem 
r e f l e x iv  B anach-tér.
S u m m a r y
On closedness of th e  image of convex closed  s e t s .
Samoa Z so lt
I n  the paper th e  proof of th e  follow ing theorems i s  given. 
Theorem 1 .:
L et A he a l in e a r  oontinuous opera to r which maps a re f le x iv  
Banach space X in to  a Banach space Y. Then th e  image of 
each c losed , convex and hounded subset of X i s  a  c losed , 
convex and hounded subset o f Y.
Theorem 2. i
L et A he a  continuous l in e a r  opera to r which maps a  re f le x iv  
Banach space X in to  a Banach space Y. I f  11 i s  a bounded, 
convex and c lo sed  subset o f X and y an o rb i tr a ry  element 
of Y, th en  th e re  i s  e x is t  an x € M f o r  which.




■ Замкнутость образов выпуклых замкнутых множеств и
В статье дано доказательство следующих двух теорем:
1. Т е о р е м а  : Пусть А линейный непрерывный оператор, отоб­
ражающий рефлекторное Банахово пространство I  в Банахово пространст­
во J . В этом случае образ каждого замкнутого выпуклого и ограниченно­
го подмножества пространства X будет выпуклым и ограниченным подмно­
жеством пространства У.
2 . Т е о р е м а  : Пусть А линейный непрерывный оператор, отоб­
ражающий рефлекторное Банахово пространство X в Банахово простран­
ство У. Если М ограниченное выпуклое и замкнутое подмножество прост­
ранства X и у любой элемент пространства У, то существует один 
элемент ^  , для которого выполняется
inf I А X -у  Í »( АХ j - У I 
*<гн
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Dávid Gábor:
Az e lo s z l á s -  és  sű rű ség fü g g v én y  b e c s lé sé n e k  k o n v e rg e n c iá ja .
0 , § .
B ev eze té s : A s z e rz ő  [ l]  d o lg o z a tá b a n  f o g la lk o z o t t  o ly an  c so p o rto s  
m in ta v é te l  s e g í t s é g é v e l  tö r t é n ő  e lo s z lá s -  é s  sü rü ség fü g g v én y b ecs- 
l é s s e l ,  am ikor a c s o p o r to s i tá s  a  m inta a la p j á n  t ö r t é n i k .
Az u j  d e f in íc ió r a  a z é r t  v o l t  szü k ség , m ert a G liv e n k ó -C a n te l l i -  
t é t e l  a lk a lm azásához  a m in ta  egészének  ism e re te  sz ü k sé g e s , ami a 
L ionte-C arlo-m ódszerek  e s e té n  a  szám itógép m em óriájának nagysága 
m ia t t  l e h e t e t l e n .  Az [ i j  d o lg o z a tb a n  az 1 , T é t e l ,  a Következmény a 
v é l e t l e n t ő l  függő t a p a s z t a l a t i  sű rű sé g -  és e lo sz lá s fü g g v é n y  egyen­
l e t e s  k o n v e rg e n c iá já ra  v o n a tk o zn ak . F e lm erü l azonban az a k é rd é s , 
hogy ez a k o n v e rg en c ia  m ily en  g y o rs . Egy r ö g z í t e t t  p o n tb an  e r re  a 
2 , T é te l v á l a s z o l t .  Az iro d a lo m b an  ré g ó ta  fo g la lk o z n a k  e z z e l  a p rob­
lém áv a l, am it a  következőképpen  fogalm azunk meg:
ha o(.(x) az  e lm é le t i  függvény , &„(*) a t a p a s z t a l a t i ,  akkor
P lj ím &N  s y p ,  I ° U x ) -  <*(*) I * H )  =  1H-~ea xe CoAJ '
m ilyen  m e l l e t t  á l l  f e n t  ( д ^ - ^ о о  h a  Ы — ►oo ).
E z id e ig  -  és c sak  a t a p a s z t a l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y re  -  a
P ( sup lrn(x) -  Г (х ) | ^  £ )
yefo.b]
függvény k o n v e rg e n c iá já v a l k a p c so la tb a n  é r t e k  e l  e redm ényeket. I t t  
c sak  Sanov [2] és  Sethuram an [3] d o lg o z a ta i r a  u ta lo k ,  ah o l bőséges 
iro d a lo m jeg y zék  t a l á l h a t ó .
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Az l .§ - b a n  a  m in ta  n ag y ság á t v iz sg á lo m , a 2»§-ban a  k o n v e rg en c ia  
g y o rsa sá g á v a l fog la lkozom  az [1 ]-b e n  d e f i n i á l t  sű rű sé g  -  és e lo s z ­
lá s fü g g v é n y re , majd a 3 .§ -b a n  az  e g y sz e rű  c s o p o r to s í t o t t  t a p a s z t a ­
l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y re ,
A j e lö lé s e k  megegyeznek az [1] d o lg o z a t j e l ö l é s e i v e l ,
l . § .
M egjegyzés a  t a p a s z t a l a t i  sű rűség függvény  k o n v e rg e n c ia -g y o rsa sá g á h o z .
Az 1 -b en  d e f i n i á l t  и (n,m ,o(,xj g y o rsaság i-m o d u lu s  v i z s g á l a t á ­
v a l  k e zd jü k :
a h o l l l x )  az  X - e t  ta r ta lm a z ó , a z  n -elem ü r e n d e z e t t  m in ta
a h o l
és
üli (n,m.oí) — }  (hx))[4r P U lx)b~P(hx)) log/ogm] 2





r e l á c ió  t e l j e s ü l  n és m -re , úgy
(dín.rruM) =  y  bi{[n,d) — -q q -^ ( í ~ e  )
Az / 1/  e g y e n lő t le n s é g e t  még a következőképpen  a l a k í t h a t j u k  á t:
Pl Гм) r, , л л .
Llivel J J Y f ö )  - ♦  f i x )  ha n —*■<» egy A-U -m érték ű  halm az k i ­
v é te l é v e l  / a z  in te g r á ls z á m í tá s  k ö z é p é r té k té te l e / ,  ig y  az  a ssz im p to -  
t ik u s
I, -n(l**)lo9") 2m{4-e _ _ _ _ / _
/ 2/ loglogm 2f<>O f f y - H  t é , fTk-h 1«
r e l á c ió  f e n n á l l á s a  e s e té n  i s  a  g y o rs a sá g i modulus az  X - t ő i  fü g g e tle n  
-y(0, (n.et) t a g .  Előnye a / 2 /  e g y e n lő tle n sé g n e k , hogy az n  és m
v isz o n y á ra  v is z o n y la g  eg y sz e rű  ö s sz e fü g g é s t a d , h is z e n  a  / 2 /  jo b b o l­
d a lán  / a  G é s  C-^  k o n s ta n so k k a l j ó l  b e c s ü lh e tő  f ( x )  sű rű ség fü g g ­
vényen k iv ü l /  az  n-elem ü m in tá b ó l könnyen k is z á m íth a tó  
in te rv a llu m h o ssz a k  s e g í t s é g é v e l  a d tu k  meg,
1 .T é te l .  Ha n  és m-re t e l j e s ü l  az  / 1 / ,  és  az  f ( x )  t e l j e s i t i  az
r í  , . Г  I , —á(í+tf)/ooo\
£ l j  2 . T é te l  ^ f e l t é t e l e i t ,  akko r az  OJ(г>,ос) =  ( 1 - &  j
j e l ö l é s s e l :
P  ( lim lim w  ( n .o í )  I C u j  -  fix) I ^  \ )  =  1
B iz o n y ítá s :  Ha / l / - b e n  eg y en lő ség  e s e té n  m =g(n), ak k o r m»gCn)-re 
méginkább f e n n á l l  / 1 / ,  to v áb b á  £> O -ra
P i l ü n  ( ü M |f * ( x) - f ( x ) |>  <+£) =
m *дИ 1
=  Pllim U) 1п,т,ы,х) I fn(x) -  fix) I >  i + £ )ff)
íg y  a
H  p  hím U ) M  j f j x ) - f ( x ) l  > l+s)0=1 miql») I I I  /
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s o r  konvergens az  [ l ]  2 ,T é te l  m ia t t ,  ami a  B o re l-C a n te lli- le m m á v a l 
b iz o n y l t j a  a t é t e l t .
2 .§.
E g y e n le te s -k o n v e rg e n c ia -g y o rsa sá g i t é t e l e k  a  t a p a s z t a l a t i  e l o s z l á s -  
é s  sű rű ség fü g g v én y re
Legyen
és
t / í a m . o í . x )  — - j - m í n  ( ü ‘ (n ,e ()  t иг (п,т,х))
t e t s z ő le g e s  Ы>0 - г а .  n  és m t e l j e s í t s e  a
^  ZPlMI C  f
/09/05 m ( f í T p 1  U c J
e g y e n lő t le n s é g e t .  B e b iz o n y ítju k  a k ö v e tk ező  t é t e l t :
/ 3/
/ V
2 . T é te l .  Legyen [ a ,b ]  o ly an  in te rv a l lu m , hogy az [ P ( a ) ,  P (b )]-b e n  
P~^(x) f o ly to n o s ,  [a ,b ] -b e n  f ( x )  p o z i t í v ,  d i f f e r e n c i á lh a t ó ,  d e r i ­
v á l t j á r a  f '  (x )  0 , akkor a  /3 / - b a n  d e f i n i á l t  U)*(n,e() függvényre
limlim j -  u j  M  s ú g j  f ‘(X) I í
1 v a ló s z in ü s é g g e l ,  ha  n és m k i e l é g í t i  / 4 / - e t .
B iz o n y ítá s  : Az [ l]  . 2 .T é te l  b iz o n y ítá s á h o z  h aso n ló an  e lv ég ezv e  az 
o t t  h a s z n á l t  f e lb o n tá s t ,  a lkalm azzuk  a
/ 5 /
fl« «
-  £ П!Г2 uW ■ ^ If-ty-ft?)I > »«)}
b e c s lé s t ,  a h o l f e lh a s z n á l tu k  a z t ,  hogy
P l  lim y  «J? (пд)дир^  I fn"x) -  fix) I > < +£ J ^
/ 6 /  n __
Ä Г  Р (ь  W*ín1m1o( i^)|f*(^f(j?j| <+£;)
u g yan is  az  f ( x )  m o n o to n itá sa  m ia t t  a szuprémum az o sz tó p o n to k b an  
vevőd ik  f e l  ( f ‘ (x)  ^ o ) .
Az / 5 /  jo b b o ld a lá n  á l ló  v a ló s z ín ű s é g e k e t  már m eg b ecsü ltü k  az e m l i t e t t  
t é t e l  b iz o n y ítá s á b a n :
Az e lőző  c ik k  j e l ö l é s e i v e l :
Az e lső  ta g  -  m int t i ] . / l l / - b e n  az  i t e r á l t - l o g a r i t m u s - t é t e l  m ia t t  0 , 
mig a m ásodik ta g o t  az [ l ] . / 1 0 /  b e c s lé sé h e z  h a so n ló an  b e c s ü ljü k  meg;
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*  Ê n f M t - e  < М ,ч " Л Ч | ^ С  + 00
A t é t e l  b iz o n y í tá s á t  most már a szokásos m ó d sze rre l f e je z h e t jü k  b e .
begyen a  t a p a s z t a l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y : Г " ( х )  ==/fn*W d t  , az
Га, b ] véges in te rv a llu m b a n .
3 .T é te l .  A 2 . T é te l  f e l t é t e l e i  m e l l e t t ,  ha  S(r>,ot)= 2 ^ ( Ь - ^ Г ~ 
akkor
Pilimlim <2(n,oO sup I — Fix)I — í) “  i
n miQl») <eCo.b] ' '
B iz o n y ítá s  a következő  b e c s l é s - s o r o z a t t a l  t ö r t é n i k :
í Q  (п,ы) sup I Fnmfr) -  FM I > \ ) ^v t  J
-  { ffi (n,d) sup
^ { s  Cri.oij sup j  I f;w  —fui id/i>i}*
о
( a  (n,u) (ь-o) sup I ffT iK j-fw M ] ~
- { i - s ' M s u ^ l f r w - f W l » }
azaz
Pilimlim Q (n,ot) sup |Cfx)~Flx)\>l) ^n nig{») xeCoib] '
“  Л ь / ю М ) = o
ami a t é t e l t  b i z o n y l t j a .
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A c s o p o r to s í t o t t  t a p a s z t a l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y  e g y e n le te s  konver­
g e n c iá já n a k  g y o rs a sá g á ró l
A 3 . T é te lb en  az  F ^ (x ) egy monoton növekedő függvény é s  g y o rsa sá g á t 
a sű rűségfüggvény  g y o rsa sá g áb ó l v e z e t tü k  l e .  V a ló sz ín ű le g  a 3. T é te l  
á l l í t á s a  nem é l e s ,  és a f e l t é t e l e k  i s  e rő se k .
A c s o p o r to s í t o t t  m in ta v é te l  az [1] cikkben é s  a  j e l e n l e g i  l . §  és 
2 .§ -o k b an  az e lő z ő le g  v e t t  n -e lem ü  m inta a la p já n  t ö r t é n t .  Most a 
szám egyenest o ssz u k  f e l  a^ i = l , . . . , n  o sz tó p o n to k k a l ú g y , hogy
О ^
n —*oo e se té n  Q,„ —Q; ~ * Q  le g y e n . /А v é l e t l e n  f e lo s z t á s n á l  ez csak  
1 v a ló sz in ü s é g g e l á l l  f e n t . /  Végezzünk m fü g g e tle n  k í s é r l e t e t  és 
n * m  leg y en , n - * ,°o és j e l ö l j e  m  ^ az  i - e d i k  in te rv a llu m b a  eső  
m in tapontok  szám át, to v áb b á  le g y en
3 .§ .
ha (ú jда , Qj(x)+< ]
Tegyük f e l ,  hogy az [a,b3 o ly an  in te rv a llu m , hogy 0 < z  Cg <  P (x )<  C ^ < 1  .
Legyen ^^)<Г(Х )(<-Г(х)) m inden X €  [a ,b ] - r e .
F e lh a sz n á lv a  az  F (x ) m o n o to n itá sá t
k-1
PfaHsup |6.w-Rx)l>i*c)~  £ p (c w |4 r —fWI> <*£ )
xetajb] k 'i
Ism e rt /R én y i A lf ré d : V a ló sz in ü ség sz ám itá s  /1 9 5 V  405 . o l d a l / ,  hogyha 
Ç az A esemény r e l a t i v  g y a k o risá g a  és P(A) = P, a k k o r, ha 
0 < £ <  p(<-p) , úgy
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P i l b - p l » £ )  ~ 2  e
Alkalm azva e z t a t é t e l t ,  k ap ju k , hogy
Р ( | % - Г ( о : ) | ^ ) - 2 е ' ' ^ Ц щ = = Г
M ivel max F ( x ) ( l - F ( x ) )  = ^  és




P í f i ( m )  I - ^ - - Г ( О к Л > < + £ ) ^ 2е _лгГ(^
azaz
£  £  Р (2 (т ) |6 .(0 .")-Л Ь ,* Л >  f* £ )* 2  Ê m e ^ ' - ' - Ê ^Hí * 1 k*»4 /*»=4 ш * 1 ™ т а <
ha Q m V «;____ 1 ,  a m i b ő l
a ( m ) -  f r a f f b , ,
és  ekkor
Z lP(^(m )sup I бт(х)-Г(х)1 > < + £ ) < +QO
m*< x€Co.b]
minden £ >  O -ra . 
ö sszegezve  :
+ 00
3
4 , T éte l:  Ha Ca,b] olyan in terv a llu m , hogy О *Сг < ПЬ)<ПЬ) 4
és t e t s z ő le g e s  Ы  , > О - r a
Я  M  =
m
2 ( 2 + * ) l O Q m
akkor
Pl l í m  Я  l m )  s u p  I G M - F ( x ) l  -  { )  =  \m *6 í О.Ыx€La,b]
Továbbra i s  n y i t o t t  k é rd és  m arad t a z , hogy v a jo n  ezek  a  g y o rs a sá g i-  
modulusok a le g g y o rsa b b a k -e .
4 .§ .
Egy a lk a lm azást 
A fe la d a tu n k  a
v a ló s z in ü s é g i  v á l to z ó k  sű rű ség fü g g v én y e in ek  b e c s lé s e  v o l t ,  aho l a 
3, i l l .  Sí  c s o n k í to t t  n o rm á lis  e lo s z lá s ú  v a ló s z in ü s é g i  v á lto z ó k . 
Aíg,= <2 i l l .  M§2“ ^  v á rh a tó -é r té k e k k e l  és D§, = 1 ,8  i l l .
D S i - 2 . 7  s z ó r á s s a l ,  és a c s o n k ítá s  a [ l l , 4 ,  1 2 ,6 ] i l l e t v e  a 
[1 7 . I ,  I S .9] in te rv a llu m o k o n  t ö r t é n t ,
(5 n o rm á lis  e lo s z lá s ú  v a ló s z in ü s é g i  v á l to z ó ,  M ß  = 60, D|i = 45, 
és a c so n k ítá s  [44, 320 ]  in te rv a llu m o n  t ö r t é n t ,
£ az [5 .4 , 6 .6 ]  in te rv a llu m b a n  e g y e n le te s  e lo s z lá s ú  v a ló s z in ü s é g i
- 8 .Ijß __ S + OA
1 "  8, S*
v á l to z ó .
Az 1 i l l .  2 á b ra  az i l l e t v e  az függvények k é t
b e c s lé s é t  á b r á z o l ja
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A 3 i l l *  4 áb rán  ugyanezen  t a p a s z t a l a t i  sű rűség függvények  s z e re ­
p e ln e k , de D S« = 0 .4  és D § , = 0 .6  s z ó rá s  m e l l e t t .  1
1 .  á b ra : a  ^ sűrűségfüggvényének  b e c s lé s e  
n  = 16, Dg, = 1 ,8 , D ^  = 2 ,7
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-  0,05
2 . á b ra :  17 sü rü ség fü g g v én jén ek  b e c s lé se
n  = 16, D §( = 1 .8 , D§t  = 2 .7
3 . ábrás ^ sű rűségfüggvényének  b e c s lé s e  
n  = 16, Da = 0 .4 ,  Dft. = 0 .6
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0,05-
4 . ábr&: т| sű rűségfüggvényének  b e c s lé s e
n  = 16, Dg, = 0 .4 ,  D ^  = 0 .6
Irodalom :
[1] Dávid Gábor: A sű rűségfüggvény  b e c s lé s é r ő l
/MTA S z á m ítá s te c h n ik a i K özpontja  Közlemények 3. 
163-181. o ld a l /
[ 2] Sanov I.IT. : /1 9 5 7 / On th e  p r o b a b i l i ty  of la rg e  d e v ia t io n s
/ i n  R u ss ia n /L a th . S born ik  42 / 89 /  11 -44 .
[3 ] Scthuram an: /1 9 6 4 / On th e  p r o b a b i l i ty  o f la rg e  d e v ia t io n s  o f
sample mean. Annals o f L a th c m a tic a l S t a t i s t i c s .  
1964. Vol 35 /p p . 1304-1316/
The main r e s u l t s  o f  th e s e  p a p e r f o r  e m p ir ic a l  d e n s i ty  and d i s t r i b u ­
t i o n  fu n c tio n s  d e f in e d  in  a u th o r ’ s p aper [1] a re  th e  fo llo w in g ss  
Theorem 2 .Let [a ,b ]  be such an  i n t e r v a l ,  in  w hich f ( x )  and F ~^(x) 
in  [F( a ), F(b )] a r e  c o n tin u o u s , f ( x )  has a  f i r s t  co n tin u o u s 
d e r iv a te  f ' ( x ) ,  f o r  which 0 ^ | f  ' (x ) |<  G^, 0 <  f  Lxl •< C th e n
_  _  C / - i f 2 + )^logn I r "i r  I
l i m l i m  o f  ( \  -  e  )  s u p  |f„(x) -fool -  *n m om, x€Co,bl
w h ith  p r o b a b i l i ty  one .
A s im ila r  theo rem  h o ld s  f o r  th e  e m p ir ic a l d i s t r i b u t i o n  f u n c t io n  d e f i ­
ned by th e  fo rm u la  £ ,(* )=  /  f „  ( i ) d i  /3»  ï é t e l /
û
In  th e  a p p l ic a t io n s  o f th e  M onte-C arlo-m ethod i t  i s  costum ary t h a t  
th e  e m p iric a l d i s t r i b u t i o n  f u n c t io n  i s  d e f in e d  by th e  fo llo w in g  
manners Let a^  be  such p o in ts  o f  th e  i n t e r v a l  [a ,b ] f o r  which 
a^C a?jj, i = 0 , l , . . .  , n - l ,  and a ^  -  a £ - * 0  i f  n -* " »  f o r  a l l  v a lu e s  
o f  i ,  and l e t  u s  denote by m  ^ th e  number o f  sam ple, w hich a re
S u m m  а г у
where m i s  th e  number o f sam ple.
I f  0 -mF(a) c-FCbl < 1 th e n  f o r  a r b i t r a r y  Ы. >  0
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£  е з ю м e
Главные результаты этой статьи для эмпирической функции плотности
и распределения, определённой автором в статье /  I  /> -  это следующие
Т е о р е м а  2.
Если функции f ( r )  и г  непрерывные соответственно на
отрезке [а ,ъ ] и |? (а ),Р (Ъ )] , и обладает первой непрерывной
производной , для которой
О 4 ( f »(эс)/<0 1# 0 < f ( x ) < c »
r 1 (2+с< )logn  - 1
тогда: IJE -IJE  >
с вероятностью х .
| f - ( x ) . f ( x ) U l
Подобная теорема имеет место для эмпирической функции распределе­
ния определённой формулой:
■(X) Л  f “ ( t ) d t
J n /  Теорема 3 /
В методе статистических испытаний обычно используется эмпирическая




Пусть а^  точки отрезка /  а, в /  для которых a i < Äi +i
a i+ l ”  * 0 , если
00 для Есех значений i  . Обозначим через число выбороч-




если X £ (а
d(x) d (x )+ i
если О < f ( a )  < ï ( b )  < 1
Р (11л
я I 2(2+  )logm *е[о,Ь]
, тогда для произвольного <*>0 
аир|аа (х ) -  Р(х) | а  )= 1
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G yuris L á sz ló :
I n t e r p r e t á l t  a lg o ritm u s-sém ák  a n a l í z i s e  az  a u to m a tae lm é le t s e g í t ­
s é g é v e l
G y a k o r la ti la g  fo n to s  annak k i d e r í t é s e ,  hogy m it " tu d "  egy program , 
azaz va lam ely  a d o t t  program  a szám ológép m ilyen  á l l a p o t t r a n s z f o r ­
m á c ió já t képes e lv é g e z n i. J e l e n  d o lg o za tb an  m egm utatjuk, hogy ez 
az a n a l iz is -p ro b lé m a  könnyen m egoldható  az  a b s z t r a k t  autom ataelm é­
l e t  s e g í t s é g é v e l .  A szám ológép i program okat a z  i n t e r p r e t á l t  ALS-ok 
(a lg o ritm u so k  lo g ik a i  sém ái) n y e lv én  ( 2 ]  a d o tta k n ak  t e k i n t j ü k .
Az 1 . § .-b a n  a szükséges fo g a lm ak a t is m e r te t jü k ,  a 2 .§ .  ta r ta lm a z z a  
a problém a m eg o ld ásá t.
l . § .
I .  D e f in íc ió :  A lgoritm usok l o g ik a i  sém áin (ALS-ok) [ 3] o lyan  véges 
s o ro z a to k a t é r tü n k , amelyek o p e rá to ro k b ó l ( A^» A2 ».*»,A n ) lo g ik a i  
f e l t é t e l e k b ő l  ( Ы., L  ■ i ............ , ot* L  ) és jobb  f é lz á x ó je le k ­
b ő l ( J  _J ...................  J  ) á l ln a k  olymódon, hogy a  lo g ik a i  f e l ­it 1 il 1 I«
t é t e l e k  és a jobb  f é l z á r ó j e l e k  k ö z ö tt egy-egy é rte lm ű  m e g fe le l te té s  
á l l  fe n n .
T ek in tsü k  egy N a la p h a lm a z t; a  f e n t i  o p e rá to ro k a t i n t e r p r e t á l j u k  
úgy, m int az  N halmaz önmagába tö r té n ő  le k é p e z é s e i t ,  a lo g ik a i  
f e l t é t e l e k e t  p e d ig  az N-en t e l j e s e n  d e f i n i á l t  lo g ik a i  f e l t é t e l e k ­
nek i n t e r p r e t á l j u k .  Ilymódon b e sz é lh e tü n k  -  az  N -re vonatkozóan -  
i n t e r p r e t á l t  ALS-okról (a  jo b b  f é l z á r ó j e l e k  csak  segédszim bólum ok), 
e ze k e t ALSj^-nel j e lö l j ü k .  Ha p é ld á u l  In egy szám ológép á l l a p o t a i  
halm aza, akko r az  ALS^-ek program oknak f e le ln e k  meg.
Minden k o n k ré t Alfíj^ v a lam ely  v|:M-*-M lek ép ezés  e lv é g z é s é t  j e l ö ­
l i  k i .  A 'f r e a l i z á l á s a  az  ALS^ következő  v é g r e h a j t á s i  e l j á r á s á v a l  
d e f i n i á l t :
II«  D e f in íc ió :  az  tjim ALS^ v é g r e h a j tá s a  valam ely  m( e M) á l l a ­
p o tr a :
/ 1 /  M eg v izsg á lju k  az t i  M h a l  s z é ls ő  szim bólum át; ha  o p e rá to r ,  
ak k o r e lv ég ezzü k  az á l t a l a  k i j e l ö l t  le k é p e z é s t  m -re v o n a t­
kozóan (a  to v áb b iak b an  az m s z e re p é t  az igy  k a p o t t  M -beli 
elem  j á t s z a )  és á t té r ü n k  a köve tkező  szim bólum ra; ha lo g ik a i  
f e l t é t e l ,  akkor megnézzük, hogy m -re ig a z - e ,  -  ha  ig a z , ak­
ko r a  következő  szim bólum ra té rü n k  á t ,  -  ha  nem, akko r a hoz­
z á ta r to z ó  jobb f é l z á r ó j e l  u tá n  következő  szim bólum ra; ha 
jobb  f é l z á r ó j e l ,  akkor a  következő  szim bólum ra té rü n k  á t .
/ 2 /  Tegyük f e l ,  hogy к  lé p é s  e lv é g z é se  u tá n  kap tunk  valam ely  
m’- t  és k i j e l ö l t ü k  a séma v a lam ely  szim bólum át; e k i j e l ö l t  
szim bólum ot és m*-t te k in tv e  u g y an az t c s in á l ju k ,  m in t / 1 / -  
b en .
/ 3 /  Amikor a le g u to ls ó  ( jo b b  s z é ls ő )  szimbólumhoz e l ju tu n k ,  és 
az  o p e r á to r ,  vagy o ly an  lo g ik a i  f e l t é t e l ,  am elynek é r té k e  
ig a z  az a k tu á l i s  m* é r t é k r e ,  vagy jobb f é l z á r ó j e l ,  akkor 
az  e l j á r á s t  b e f e je z e t tn e k  t e k i n t j ü k .  (T erm észe tesen  o p e rá to r  
e s e té n  még e l  k e l l  v é g ez n i az  á l t a l a  k i j e l ö l t  l e k é p e z é s t . )
-  E llen k ező  e se tb e n  az e l j á r á s  v é g te le n ü l  f o l y t a t ó d i k .
Ezen e l j á r á s  b e fe je z é s e k o r  k a p o tt  Üt M (m) (£  M )-et az  
ALSj  ^ m -re k a p o tt é rté k é n e k  nevezzük . Ha valam ely  m -re az e l j á r á s  
nem f e je z ő d ik  b e , akkor a z t  m ondják, hogy m-re az 1ЯМ é r té k e  
nem d e f i n i á l t .
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I I I .  D e f in íc ió ;  Véges M ealy-autom atának nevezzük  az 
■ft = < A, X, X, <5 , Ä У  ob jek tu m o t; ah o l А, X és Y véges halm azok 
( re n d re : á l l a p o to k ,  bem enőjelek  és k im en ő je lek  h a lm aza); a 
ó  =  <J ( a ,x )  á tm en e tiü g g v én y , amely minden a (e  A) és x( e X) 
e s e té n  megadja a  következő  á l l a p o t o t ,  а  Á = M o.*) k im enetfügg ­
vény m egm utatja , hogy a( £  A) á l la p o tb a n  az  x (€  X) bemenő j e l  
h a tá s á ra  az Ml m ilyen  y (e  Y) k im e n ő je le t ad k i .
2 .§.
Legyen az Ы b á z ish a lm a z  egy szám ológép á l l a p o t a i  ha lm aza. F e l­
m erül a következő  a n a liz is -p ro b lé m a : ha a d o t t  va lam ely  Шм AIS^ 
(azaz  egy p ro g ram ), m ilyen ф : № - *  M  le k é p e z é s t  le h e t  ezen  
Ml„ v é g re h a j tá s á v a l  r e a l i z á l n i .  E rre  a  p ro b lém ára  ad v á la s z t
a  következő
TÉTEL: Bármely ALS^ a n a l i z i s e  re d u k á lh a tó  egy m egfe le lő  M ealy- 
autom ata a n a l í z i s é r e .
BIZONYÍTÁS.
Tegyük f e l ,  hogy a d o t t  va lam ely  1)1* (A -^A g,. . .  ,A ^ , * , , Ы г , ■■■
ALS^,. Á l l í tá s u n k a t  úgy b iz o n y l t ju k ,  hogy m egszerkesztünk  egy, 
ezen  'Mm v é g r e h a j tá s á t  r e a l i z á l ó  i n i c i á l i s  véges k ea ly -au to m a- 
t á t .  Az a u to m a tae lm é le t ism e rt m ódszereinek  s e g í t s é g é v e l  megold­
ju k  a k ap o tt k e a ly -a u to m a ta  a n a l íz is é n e k  p ro b lé m á já t , ig y  az 
ALSjy. a n a liz is -p ro b lé m a  m ego ldo ttnak  t e k in th e tő .  A m eg fe le lő  Ml 
M ealy-au tom atát a  következőképpen k o n s t r u á lh a t ju k  meg: Az Ml 
á lla p o th a lm az a  le g y e n  az o p e rá to ro k  halm aza és a lo g ik a i  f e l t é t e ­
le k  b a lo ld a lá n  s z e re p lő  lo g ik a i  függvények halm aza.
Bem enőjel-halm a znak v á la s s z u k  az к  h a lm a z t, a k im en ő je lek  h a l ­
maza i s  legyen  h .
A S  átm enetfüggvény m eg fe le l annak, ahogyan a  lo g ik a i  f e l t é t e l e k  
és a  jobb f é l z á r ó j e l e k  az Ml* e lem ei k ö z ö t t i  á tm en etek e t m eghatá-
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ro z z á k . A Л k im enetfüggvény t a következőképpen h a tá ro z z u k  megs 
az  o p e rá to ro k n a k  m e g f e le l t e t e t t  á l la p o to k b a n  az o p e rá to rn a k  meg­
f e l e l ő  tra n s z fo rm á c ió  e lv ég z é se k o r k a p o t t  k - b e l i  e lem et a d ja  k i  
az >51 ; a  lo g ik a i  f e l t é t e l e k n e k  m e g fe le lő  á lla p o to k b a n  a k a p o tt
bem enőjel l e s z  a k im en ő je l i s .
Az "W au to m ata  t e h á t  a  következőképpen működik: Tegyük f e l ,  
hogy valam ely  m( £  M) elem re k e l l  az  ALS^-et v é g r e h a j ta n i .  Az 
i n i c i á l i s  á l la p o tb a n  m b em en ő je le t k a p ja  ^  . Továbbiakban az
o p e rá to ro k n a k  m eg fe le lő  á lla p o to k b a n  a m eg fe le lő  k - b e l i  elem a 
bem enő je l, m elyre  "Ä az o p e rá to rn a k  m eg fe le lő  tra n s z fo rm á c ió  
e lv é g z é sé v e l k a p o tt  k - b e l i  e lem et a d ja  k i ,  és ez le s z  a  következő  
bem enőjel i s .  A lo g ik a i  f e l t é t e l e k n e k  m eg fe le lő  á lla p o to k b a n  a 
lo g ik a i  f e l t é t e l  é r té k e  a k a p o tt a k t u á l i s  k - b e l i  e le m tő l fü g g , 
ig y  ez h a tá ro z z a  meg az á tm e n e te t.
Könnyű m eggyőződni a r r ó l ,  hogy az  igy  k o n s t ru á l t
<{A,)A2l ...1A.1d<1...1dk]lAí1M1J lA> M ealy-autom ata működése b á r ­
mely m k e z d ő -b e m e n ő je lle l in d u lv a  m e g fe le l az  "Шм m -re t e k in ­
t e t t  v é g re h a jtá s á n a k .
A b iz o n y ítá s b a n  s z e re p lő  m e g f e le l t e té s i  módszer i l l u s z t r á l á s á r a  
t e k in t s ü k  a következő  p é ld á t :
PÉLDA.
T ek in tsü k  az *“ A, -J  6(i Ц-АгАцОЦ— _1 А3о(.г L_ _ J  A IS ^ -e t,
am elynek v é g r e h a j tá s a  valam ely  'f : M -» к  le k é p e z é s t  r e a l i z á l .
A m eg fe le lő  au tom ata  á l la p o t- d ia g r a m já t  a  következő á b ra  m u ta tja
-  -4-4
A f e n t i  m ódszer m ódosítása  az  [ l ] - b e n  s z e re p lő  m ik rnp rоgram -au­
tom ata k a p c s o la t  a lap g o n d o la tá n a k , amely e l t e k i n t  a t t ó l  a k ö rü l­
m énytől, hogy a  lo g ik a i  f e l t é t e l e k  é r té k e  programokban az e lő ző  
u ta s í tá s o k  v é g re h a jtá s á n a k  e red m én y é tő l fü g g .
Irodalom ; 1
1. V .M .G luskov; 0 p r im e n e n ii a b s z t r a k tn o j  t e o r i i  avtom atov d i j a  
m in im iza c ii mikroprogramm, " Iz v . AIT. SzSzSzR 
Techn. K ib e rn e t ik a " ,  1964. No. 1 , 3 -8 .
2 . G yuris , L .s  On th e  c o n n e c tio n  of G lushkovian m icroprogram - 
a lg e b ra s  and lo g ic a l  schemes of th e  a lg o r i th m s . 
"P ro ceed in g s  o f th e  I n te r n a t io n a l  C olloquium  on 
R ecursive  F u n c tio n s  and T h e ir  A p p lic a t io n s . 
T ihany, 1967", P a r i s ,  1968.
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3 . J u .I .J a n o v : 0 lo g ic s e s z k ih  szhemah a lgoritm ov, szb . "Problemü 
k ib e r n e tik i" , No. 1 . 1958, 75-127.
S_u_m_m_a_r_y_
L ász ló  Gyuris
The a n a ly s is  o f  th e  in te r p r e te d  lo g ic a l  schemes o f algorithms 
/LSAs/  w ith  th e  a id  o f th e  au tom ata  th e o ry
There i s  a p r a c t i c a l l y  im p o rtan t p roblem  to  examine th e  c a p a b i l i ty  
o f a program , more e x a c tly  what t r a n s fo rm a tio n  of th e  s t a t e s  o f 
th e  computer i s  a  g iv en  program  capab le  o f  a cco m p lish in g . T h is 
p ap er shows t h a t  th e  methods o f th e  a n a ly s i s  of th e  au tom ata  can 
be d i r e c t l y  a p p l ie d  to  th e  s o lu t io n  o f t h i s  problem ; th e  fo llo w in g  
theorem  h o ld s :
The a n a ly s is  o f  any in te r p r e te d  LSA can be reduced  to  th e  a n a ly s is  
o f an a p p ro p r ia te  M ealy-autom aton.
Анализ интерпретированных логических схем 
алгоритмов /  ЛСА /  с помощью теории автоматов
Практически существенная проблема заключается в том, чтобы 
выяснить, на что способна программа; точнее говоря, какую трансфор­
мацию состояний вычислительной машины может выполнять данная прог­
рамма .
Б этой работе мы покажем, что методы анализа автоматов можно 
применять к решению этой проблемы, т . е .  мы докажем следующую теорему:
н Анализ любого интерпретированного ЛСА можно свести к анализу под­
ходящего автомата Мили!
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Gergely J ó z s e f  i
E le k tr o n -d iffr a k c ió s  m érési adatok k ié r té k e lé s e  leg k iseb b  n égyzetek
m ódsserével
B evezetés
A gőzfázisb an  J e len  levő  m olekulák geo m etria i szerk ezetén ek  f e l ­
d e r íté sé r e  a z  e g y ik  legkorszerűbb é s  a MTA K ém ia i-S zerk ezeti Kutató 
Laboratóriumában az elm últ k é t év során m eghonosított eszköz az 
e le k tr o n -d if fr a k c ió s  módszer. Ennek a módszernek a s e g ít s é g é v e l  
le h e tő ség  van v iszo n y la g  nem b o n y o lu lt m olekulák g eo m etr ia i szer ­
kezetének -  a k ö téstávo lságok n ak , a kötésszögeknek és  a b e lső  fo r ­
g á s i formáknak -  a m eghatározására, valam int a m olekula b e lső  moz­
gásának -  r e z g é s i  am plitúdóknak, to r z ió s  amplitúdóknak -  a ta n u l­
mányozására Is*
A geom etria i param éterek a d if fr a k c ió s  képből e l ő á l l í t o t t  in t e n z i -  
tá s e lo s z lá a  e lem zésév e l h atározhatók  meg. Az I n te n z ltá s e lo s z lá s  
F o u r ler -tr a n a z fоrmáltJaként e lő á l l í t h a t ó  az un. r a d iá l i s  e lo s z lá s ,  
mely az atommag-párok k ö lcsön ös e lh e ly e z k e d é s i v a ló sz ín ű sé g é t  mu­
t a t j a  meg a m olekulán b e lü l  é s  amelyen egyszerűbb e se tb en  a mole­
kulában e lő fo r d u ló  atoom agtávolságok k ö zv e tlen ü l le o lv a sh a tó k .
A k ié r té k e lé s  e g y ik  módja a r a d iá l i s  e l o s z l á s i  görbe v iz s g á la ta .
A k ié r té k e lé s  másik módja a k í s é r l e t i l e g  e l ő á l l í t o t t  ln t e n z l t á s e l -  
o sz lá s  és r a d i á l i s  e lo s z lá s  ö s sz e h a so n lítá sa  az e lm é le t i le g  f e l t é ­
t e l e z e t t  m oleku la-m odellekre szá m íto tt m eg fe le lő  e lo s z lá s o k k a l .
Ez az ö s sz e h a so n lítá s  tö r té n h e t  a próbák és  hibák m ódszerével vagy- 
ped lg  a le g k is e b b  h ibanégyzet ö sszeg  k e r e s é sé v e l .
A k ié r t é k e lé s i  munka során , e lső so rb a n  az e lm é le t i  görbék kiszám í­
tá sá n á l és  a  leg k iseb b  n égyzetek  módszerének alkalm azásánál szükség  
van a szám ológépek szé le sk ö rű  a lkalm azására.
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As MTA S zám ítástech n ik a i Központjába» szám olásokat végeztünk a k i -  
e é r l e t i  in t e n z i t á s  e lo sz lá sg ö rb ó k e t le g k ise b b  h ib a n é g y ze tte l meg— 
k ö z e l i tő  e lm é le t i  görbék m eghatározására. A továbbiakban ism e r te t­
jük az a lk a lm a zo tt numerikus módszert é s  a szám olássa l k ap csolatb an  
fe lm erü lt problém ákat. Hasonló szám olásokról ad r é s z le t e s  l e í r á s t  
az [ l ]  d o lg o z a t.
Legkisebb négyzetek  módszere
Tekintsük az
У = f ( x ,  a^, ag»»»»! ajj) / 1 /
fü g g v én y k a p cso la to t, ah o l a - j^ a ^ ,...,« ^  a függvény param éterei. 
Legyenek az x  a XjLtx 2t » • • t x ja (n >m ) argumentumértékeknél az  
У1 »У2 *, # *»Уп »en iiy iségek  ad ottak .
Képezzük az
ö s s z e g e t , ah o l Р1 ,Р2 »»*«#Pn ad ott p o z i t ív  számok, az x ^ ,3 ^ , . . . ,z ^  
pontokhoz ta r to z ó  su ly o k . A leg k iseb b  n égyzetek  módszere azon 
al* a2 ' * * ' ' am Param éterértékek m egkeresését j e l e n t i ,  amelyek mel­
l e t t  a / 2 /  ö ssz e g  m in im ális l e s z .
Tegyük f e l ,  hogy f ( x , a 1 ,a 2 *• • • »aÄ ) a param éterek fo ly to n o sa n  d i f ­
fe r e n c iá lh a tó  fü ggvén ye. Ahhoz, hogy / 2 /  az  a-^ag»• • • »a^ paramé- 
t é r é r t  ékeknél s z é ls ő é r té k e t  vegyen f e l ,  t e l j e s ü l n i  k e l l  a
n
/ 2/
egyen letek n ek , azaz
/ 3/
n
У ~  P i • • • * “* ) “ 7 i ]
1=0
ö  Í  (z i* a^»a2*• • • »вц) 
S  Äfc
О,
le s  i ) 2 |«  •• IA«
Tegyük f e l ,  hogy valam ilyen  módon ism erjük a param éterek a j ,  a j , . . . , a £  
k ö z e l í t é s e i t  é s  keressük  az o p t im á lis  param éterértékeket
a^ j n a^ j + o ij, j s  1 , 2 , . ,  « ,m / V
alakban. H e ly e t te s ít s ü k  /3 /-b a n  a z  f  ( x ^ a ^ a g ,« * « » ^ )  fü ggvén yérték et  
az elsőrendű ta g o k ig  f e l i r t  T aylor so ráva l
У" P i [£ ( x ^ * a j ,• • • ,a £ ) “ 7 i  ♦ XZ
1=0 j = l
c>f (x^,a^
S a i
oL -j] / 5 /
Sár
О, к = 1 ,2
B evezetve a
5i  “ 7 i  ” ^ ^ i » * ! » • • • »a»)» ^ijj




je lö lé s e k e t  é s  f e l t é t e l e z v e ,  hogy az &.j, j  в 1 , 2 , . . . , sa korrekciók  
k ic s ik ,  / 5 /  és  / 6 / —b ó l kapjuk
И  И  " í  b i a b
j= l  i=o
ik  ) oc j  » 5 1  P i ui  “ik*
i=0
c. b, / 7 /
к c 1 , 2 , . . . ,m.
A / 7 /  l in e á r is  eg y en le tren d szer  m átrixa szim m etrikus, p o z i t ív  d e f in i t ,  
ig y  az Ы j korrek ciók  mindig m eghatározhatók. А /7 /-Ъ б 1  szám olt 0(  ^
korrekciókat /4 /-Ъ е  h e ly e t t e s í t v e  jutunk újabb k ö z e líté s e k h e z . Majd
_ a q _
a / 6 / ,  / 7 /  é s  / 4 /  i t e r a t i v  a lkalm azásával keressük  a minimumot s z o l ­
g á lta tó  param éterérték ek et.
K épletek  f e l í r á s a
Számolásainkban az e lm é le t i  görbét az 
К __—s2
sM (s) = q ^ g k e 2 sinr^ k - / 8 /
k= l
k é p le t t e l  határoztu k  meg, ahiol q a k í s é r l e t i  és e lm é le t i  gprbék kö­
z ö t t i  arán yosság i tén y ező , a molekulában lev ő  atomok k ö z ti
k -a d ik  tá v o ls á g , l fc az ehhez ta r to zó  r e z g é s i  am plitúdó, К pedig  
a különböző tá v o lsá g o k  száma. (A szim m etrikus h e ly z e tű  távo lságok at  
eg y szer  vesszü k  fig y e lem b e . ) J e lö ljü k  továbbá N -e l a molekulában 
le v ő  atomok szám át, Z ^ -vel az i- e d lk  atom rendszám át, n^-val a 
k -a d ik  tá v o lsá g  e lő fo r d u lá s i  számát és határozza  meg a k -ad ik  t á v o l­
sá g o t a k^ és  k g - ik  atom, akkor a /8 /-b a n  szerep lő
9 . =
Z кг
T Î  (Z,z + Z;j / 9 /■ =  1
Az rk tá v o lsá g o k  k ö zö tt a molekula geom etria i sze r k e ze te  á l t a l  
m eghatározott ö ssze fü g g ések  á lln a k  fen n . B izonyos tá v o lsá g o k  egymás­
t ó l  fü g g e t le n ü l m egválaszthatók  és meghatározzák a tö b b i tá v o ls á g o t .  
V álasszuk  meg az in d e x e lé s t  úgy, hogy a fü g g e t le n  tá v o lsá g o k  
Г1*Г2» , , , »ГК1 » az ezekfcö1 függők Гк1+1 », , , »Гк1+к = Гк legyen ek ,
A k í s é r l e t i  görbe ^  é r t é k e i t  az
Si  = »min + i
s max**aa in 1=0) 1 | • • • |H
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h e ly e n  a ért аМ(в) m ennyiségek s z o lg á lta t já k .
А /2 /-Ъ еп  sze r ep lő  p^ , sú ly o k a t a
-bs;
P i = 8i  e /1 0 /
k é p le t t e l  szám oltuk , ahol h minden egyes fe la d a th o z  r ö g z í t e t t  szám.
Számolásainkban az r i» r2*****rK , l ^ t /2 , . . . ,  é s  a q mennyisé­
gek param éterekként szerep e ln ek , amelyekre jó  k iin d u lá s i  érték ek k el 
rendelkezünk.
D iffe r e n c iá lju k  / 8 / - a t  ezen param éterek s z e r in t  és  szám oljuk k i / 6 / -  
nak m egfele lően  a b ^  m ennyiségeket:
b  _






o>aM(s ) = -  q B3 I } * l
J Si s in  8. Г.
-------- L _ 2  /1 2 /
Tá
B=Sj
j  в 1 , 2 , . . . ,K,
mig j a l , 2 , . . .  ,K ^-re az s z e r in t i  d e r iv á lta k b ó l kapjuk
V. _ ^sMCs )
= Э г 3
, - h -  í 4 ° ° a ‘ l x S a l n 0 t r .1




-!$,* ( * 00в а1ть  s in  \ Ъ т\
ksKj-t-1 Э г ,
b l  -
/1 3 / - b ó l  lá th a tó ,  hogy a b ^  m ennyiségek meghatározáséhoz k i k e l l  
számolnunk a d e r iv á lta k a t , azaz képeznünk k e l l  egy K2=K-K1 
so rh ó i é s  K, o sz lop h ó i á l ló
J = у кгЖ^+ l, » • • ,K, j  = 1 ,2 , • • . , / 1 4 /
m átrixo t. Kevés atomot tarta lm azó  m olekula e se tén  e x p l i c i t  k ép le tek e t  
le h e t  adni a J elem einek k iszá m itá sá ra . Azonban sok atomos b o n yo lu lt  
szerk ezetű  m olekula e se té n  nagyon nehéz fe la d a t  a J m átrix  meghatáro­
zása , é s  sok e se tb en  ez a probléma k o r lá to zza  az is m e r te te t t  módszer 
h a szn á lh a tó sá g á t. J e len  cikkünkben J szám olásával nem fog la lk ozu n k .
A szám olás m enete. M egjegyzések.
A k i s é r l e t i  r a d iá l i s  e lo sz lá s o n  le o lv a s o t t  értékekből é s ,  ha szüksé­
g e s , egyéb meggondolás a lap ján  ö s s z e á l l í t j u k  a paraméterek k iin d u lá s i  
é r t é k e i t .  A / 6 / ,  / 8 / ,  / 1 1 / ,  / 1 2 /  és  /1 3 /  k ép le tek k e l k iszám olju k  a 
és b ^  m ennyiségeket, majd a / 7 / - e s  eg y en le t m egoldásaként ka­
p o tt  korrek ciók k al ja v ít ju k  a m eg fe le lő  param étereket. Ezt i t e r a t iv  
módon addig fo ly t a t ju k , mig e l  nem érjü k  a k ívánt p o n to ssá g o t.
Mindenegyes lé p é s n é l  k iszám oljuk  a / 2 /  ö s sz e g e t  i s .  Az egymásután! 
i te r á c ió k n á l szám olt Sp ö sszeg ek  m utatják az i t e r á c ió s  e ljá r á s  kon­
vergen ciáján ak  gyorsaságát. M egjegyezzük, hogy a / 4 /  k é p le t .h e ly e t t  
célszerűb b  az a^ = a°+ /3oi.^  k é p le te k e t h a s m á ln i,  ah o l 0 í  1 
konvergencia fa k to r . Számolásainkban á lta lá b a n  a 0 .3  — ß  ^  0 ,6  ér ­
té k k e l dolgoztunk.
Az eredményül kap ott param éterértékek b izon yos h ib ával adják  meg a 
paraméterek e lm é le t i  é r t é k e i t .  A hiba nagyságát a k í s é r l e t i  görbe 
m érési p on tossága  é s  v é le t le n  h ib á i határozzák  meg. Az a^ paraméter 
h ib á já t a
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k é p le t t e l  ezám oljuk, aboi
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t kl 3 Y L  pi  blk  bl
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pedig a [ t ^ , ]  » á tr ix  in verzén ek  j - e d ik  d ia g o n á lis  elem e.
Az ism e r te te tt  m ódszer alkalm azása közben, szám olási problémák lépnek  
f e l .  Egyik i ly e n  problém a, hogy bizonyos /  ^ paraméterekhez ta r to ­
zó /1 2 / - v e l  számolandó b ^  mennyiségek nagyon k ic s ik  le sz n e k . Ennek 
következtében a / 7 /  eg y en letren d szer  e g y ü tth a tó i közt nagy nagyság- 
ren d i különbségek adódnak és  az eg y en le tren d szer  megoldása p o n ta tla n ­
ná v á l ik .  Ez a p o n ta tlan ság  különösen a minimumhely k özeléb en  j e le n t ­
k ez ik  és b izon yos k ö ze lség  e lé r é s e  után e lr o n t ja  az i t e r á c ió  konver­
g e n c iá já t .
A számolás szem pontjából " r o ssz u l v ise lk ed ő "  param éterek o lyan
r e z g é s i am plitúdókhoz ta rto zn a k , amelyek a z  e le k tr o n -d if fr a k c ió s  mód­
s z e r r e l  csak nagyon p o n ta tla n u l határozhatók meg« Ezeket más módsze­
rek vagy irod alm i adatok fe lh a sz n á lá sá v a l ism erteknek te k in t jü k  és  
ezen L -к  s z e r in t  nem op tim alizá lu n k ,
A szám olásokat az  U ral-2  szám ológépen v ég ez tü k . Újabb n eh ézség et  
j e l e n t e t t ,  hogy a számolás programja nem f é r  e l  a gép o p era tiv  memó­
riá jáb an , e z é r t  a számolás több  program egym ásutáni fu t ta tá s á v a l  l e ­
h e tsé g e s . A programokat Koszó Gábor k é s z í t e t t e .
A szám olást k on troliképp en  e lv ég ez tü k  az [ l ] -b e n  tá r g y a lt  (GHg)^ 
m olekulára, majd az ИГА K ém ia-Szerkezeti Kutató Laboratórium megbízá­
sáb ól az á lta lu k  s z o lg á l t a t o t t  adatok a la p já n  az SC^Clg, SOCQ^
m olekulákra, továbbá folyam atban vannak a 30 m olekulára
vonatkozó szám olások.
Irodalom:
[ l]  Hedberg K ., Iwasakl M,, F r itsc h  F .N ., Bastlanaen 0 . :  L east-
Squares Reglnement o f  M oleoular S tru ctu res  from Gaseous E le c tr o n -  
D iffr a c t io n  Seotor-M icrophotom eter In te n s it |r  Data, Acta C ry st.
17» 529-5^3, 1964-, (Három egymásután k ö z ö lt  c ik k . )
L east-sq u ares c a lc u la t io n s  have been ca rr ied  out in  order to  r e f in e  
e le c tr o n  d i f f r a c t io n  data c o lle c te d  fo r  m oleoular s tru c tu re  s t u d ie s .  
The paper d e scr ib e s  th e  num erical method a p p lied  and th e problems 
connected w ith  th e  com putation.
Р е з ю м е
В нашем институте были проведены расчёты для расшифровки 
газовых электроннографических данных методом наименьших квадратов. 
В статье описаны применённый вычислительный метод и возникающие
проблемы, связанные с вычислениями.
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S se lesa á n  Jánost
O ptim ális то s á r lé s t  fa la d a t  nmoerlkua negoldása
Tegyük f e l ,  hogy « rendszer á l la p o tá t  as
t
a ( x , t ) » f  K ( x , t , s ) f ( e )  de / 1/
r ú g j
ъ
a ( x , t ) -  {  £ { x , t , a ) f ( a )  da / 2/
k i f e j e z é s  Í r ja  l e ,  ée  te k in tsü k  a s  f ( e ) függvényt v e só r lö fü g g -  
vénynek*
Ia n eretea , hogy a  a a te a a t ik a l f i z i k a  szánó a egyen letén ek  negoldáaa  
Írható f e l  1 /  111* 2 /  alakban} az  f ( e )  függvény á lta lá b a n  peren , 
vagy k e zd e ti f e l t é t e l t  Je len t*
Vegyük a s  u ( x , t )  á lla p o tfü g g v én y  egy u(xQ, t )  vagy u ( x , t Q)
"nete s e té t" . Ss a n e ta se t a K(xQ, t , a )  111* K (x , t0 , a )  naggel
egy V o lterra , vagy  Tredholn t ip u s u  o p erá to rra l Írh ató  f e l ,  a sas
t
« K jf « J I ( x # , t , a )  f ( a )  da
e
b
» ( x ^ t )  « I j f  » J  K ( x ^ , t , a )  f ( s )  ds
b
n ( x , t e ) ш K4f  « J  I ( x , t # t e )  f ( s )  da
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J e lö ljü k  a továbbiakban a K^, Kg, Ж4 operátorokat közösen  
K -v a l.
T ekintsük a
J ( f )  » (K f-q, Kf-q) » | | l f - q  f
^2 3/
fu n k c io n á lt , ah ol q e  Lg a d o tt elem .
A J ( f )  fu n k cion á l te h á t az u (x Q, t )  vagy u ( x , t Q) m etszetnek , 
egy a d o tt q ( t )  vagy q ( x )  fü ggvén ytő l v a ló  I*> tá v o lsá g n ég y ze­
t é t  m éri.
Az f  vezérlőfüggvényekre tegyünk b izon yos k o r lá to z á so k a t. Legyen 
a megengedett f  v e z é r lé se k  PCLj, halmaza egy z á r t ,  k o r lá to s ,  
konvex halm az.
1 . F e la d a t. Keressük meg az P halna znak a z t  az f *  e le m é t, amely 
m in im a lizá lja  a 3/  fu n k c io n á lt .
Is m e re te s , hogy a t e t t  f e l t é t e l e k  m e lle tt  az 1 . Feladatnak lé t e z ik  
e g y e t le n  megoldása ( lá sd  p l .  [ 3])«
Az alábbiakban numerikus m egoldási módszert adunkt a f e la d a to t  mate­
m atikai program ozási fe la d a tr a  v ezetjü k  v i s s z a .
Legyen Рд egy véges L -h á ló  P-ben. Legyen (а  К o p erá torra l 
azonos t ip u a u ) а К operátorhoz erősen  ta r tó  operátorok so ro za ta , 
azaz legyen
lim  II ^  -  Ж II -  0
Л —oo
Vegyülik a 3 / funke Ionéiban a s k a lá r is  soroza t / i n t e g r á l /  h e ly e t t ,  
valam ilyen  k ö z e l í t é s é t  /p l*  a tr a p é z fo r m a ié t /. Tegyük f e l ,  hogy ez  
a k ö z e l í t é s  o ly a n , hogy u e Lg e se té n
(u , u ) k —► ( u ,u ) ha к с о
« h o l (u , tOjj. j e l ö l i  a ( u , u )  s k a lá r is  s z o r z a t  h e ly e t t  v e t t  k ö s e l i t ö  
f o r a u lá t•
T ek intsük a 3 /  fu n k c io n á l h e ly e t t  a
W  ■ <Vn -  Ч* V »  - 4>к ^
fu n k c io n á lt , ás «в e r e d e t i  f e la d a t  h e ly e t t  o ld ju k  meg a következő  
fe la d a to t*
2* fe la d a t  t H atárossuk meg a 3s /  funk о ló n á l minimumát az Pn h a l­
mazon*
Legyen az egyszerű ség  ked véért к a n , шш»
R ö g z íte tt  n e s e té n  egy v é g es  d im enziós, m atem atikai program ozási 
f e la d a to t  kapunk* X st a s  ism ert módszerek v a la m e ly ik év e l megoldhat­
juk* J e lö ljü k  a 2* fe la d a t  m egoldását r ö g z í t e t t  n -e se té n  f* -a l*
A konveganoiát i l l e t ő e n  ig a z  «8 a lá b b i t é t e l t
T é te l / 1 /
i t *  J n ( i£ )  » J ( f “ )
Ш -4 *»
é s  ha К p o s i t iv  d e f in i t  o p erá to r , akkor 
I f j  -  f "  ! I*  - *  0 .  ha n ^
B izon y ítás*
A J ( f  ) i l l *  JQ( f a ) fu n k c io n á l h e ly e t t  vegyük a 
J ( 1 ) ( f  ) * | l f  -  q I
4 1 ) <í n> - к ' .  -  ч К „
funke io n á l o k á t.  Szék fe la d atu n k  szem pontjából ek v iv a len sek  a J ( f  ) 
i l l *  J _ ( f )  fu nkcionálokkal*A
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M egsutatjuk, hogy t e t s z ő le g e s  £  > 0 e s e té n  meg le h e t  v á la s z ta n i  
N0- t  úgy, hogy
К  -  « I .  -  I « “  -  l l |  < í
leg y en  hacsak n ? N Q.
Vegyünk e lő sz ö r  o lyan  1 ^ -e t ,  hogy п ? Н д -ге
K í - « i e - K i - « u  <  « г .
t e l j e s ü l j ö n .  Á f e l t e v é s e k  s z e r in t  e s t  » e g te h e tjü k .
Bkkor
* | iv : -« iB-i*«t: - « i | * lK i- « M “ "-« il < 4/
*  * i * K i - « H “ " - « H
V izsg á lju k  meg a
I K i - « l - I “ "-«H
k ü lö n b ség et.
1 f e l t é t e l e k  s z e r in t  a *n op erátorsorozat erősen  konvergál K-hoz, 
e z é r t  N2~ t »eg le h e t  úgy v á la s z ta n i ,  hogy n>H 2-r e
I 1 ‘a * «n fn I < 42
leg y en .
De ekkor
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к * ; - « I - к * ; - i i - к í
£ i 4
- | l * n f n - « « u * K  *n -  4 « l  ♦ I K  f n -  » l | í
Í  2 £ j  « |KtB -  q |  á l ^  tD - ttnl* {Kn -  q|  i
á  2 £  1 + t 2 + Ü K f n - q f =  f *2 + * “ * *
De а |  Kf -  q |  fu n k cion ál fo ly t o n o s ,  Fß £  -h á ló , e z é r t  £  0
e se té n  N^-at 136 К le h e t úgy v á la s z t a n i ,  hogy 
I к rn -  q l / - » « - -  q | K  £ 3 
t e l j e s ü l j ö n ,  hacsak n ? N j*
Skkor v isz o n t KQ а шах (N2 , ) v á la s z t á s s a l  e lé r h e tő , hogy
I К f j  -  q | -  ÜKf* -  q Ц £ 2 + £ 5 » £ 4 5 /
t e l j e s ü l j ö n ,  hacsak n >K Q*
Most megmutatjuk, hogy
i s  t e l j e s ü l ,  hacsak n > N * .
Ugyanis érvén yes az a lá b b i eg y en lő tlen ség *
I Kn -  3 M  -  «> -
^ | и ; -  q ( -  £ 2 И  и -  -  q »  -  £ 2
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Inneni
I V ï  -  * i -  I И *  -  ай  -  £ °  6 /
1 с 5 / és 6 /  egyenlőtlenségekből aconban követke e lk , bogy te ts c ö -  
leges £  ? 0 ese tén  Я- t  meg leb e t úgy v á la s z ta n i , bogy
Il “ e  í  -  «  •  -  I « “  -  « l | £  £
te l je s ü ljö n »  hacsak n Я. De ea V ~ e l együ tt éppen a c t j e l e n t i ,  
hogy
*В< Ф  — » j ( f * )
Most megmutatjuk, hogy 
J ( f j )  J ( t * )
Mivel
i *  * ;  -  « I  » 1 < и ;  -  ч  * 2 > * <h. r n -«> I c  
-  t i  ♦ l* n  *1! -  « I
e z é rt
I I  í -  í l - K  l (  < £j .
hacsak N у N^.
Ugyanakkor
II К -  1  « -  !<*„ í j  -  q) -  ОЕд f j  -  I  ф  I > 
H i Í - i I - £ 2
vagyis
| s ^ - q |  -  í  -  q H > -  £ 2
1 s t  kaptuk te h á t ,  hogy
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u  I  £  -  i i  -  к  -  » M < *
hacsak n > N.
Ekkor azonban
j|| K -  q 1 -Ü K  f *  -  q l | -
*  |l  Ж f j  -  q A -  f j  -  q l l  ♦
+K  {n  “  *1  “ И * f*  -  qll| < £ *  
hacsak n ? № .
ír ju k  most f e l  az  e r e d e t i  fu n k c io n á lt a következő alakban: 
J ( f  ) = (Kf -  q, Kf -  q ) =
= (I*  K f, f  ) -  2(K* q, f ) = ( q ,q )
Az A = I*  K, h ss K*q je lö lé s e k k e l
J ( f )  = (Af ,  f )  -  2 ( h , f  ) ♦ (q ,q)
Vegyük a J ( f )  fu n k cion á l h e ly e t t  a
J ° ( f )  « J ( f )  -  ( q , q )  = (Af,  f )  -  2 ( h , f )
fu n k c io n á lt . V ilá g o s , hogy ha J ( f £ )  J ( f * )  , akkor J°
é s  f*  m in im a lizá lja  a J ° ( f )  fu n k c io n á lt i s .  A J ° ( f )  
t e t s z ő le g e s  z e se tén  f e l í r h a t ó
J ° ( f *  + z) * (A ( f *  ♦ z ) ,  f *  + z )  -  2 ( f *  + z , h )  =
S J ° ( f * )  ♦ 2(A f* -  h , z ) ♦ ( A z , z )
alakban, és  i  -  f *  m e lle tt
j ° ( f ; >  -  ♦ 2(A f*  -  h , f j  -  f * )  ♦
♦ (A ( f j - f * ) ,  t Z - f * )
azaz
J ° ( f j )  -  J ( f “ ) » 2 (Af* -  h , f £  -  f * )  + (A ( f £  -
( f “ ) - > J ° ( f * )
fu n k cion á l
7 /
f * ) ,  f £ -  f * )
M ivel f *  minimali z á l j a a J ° ( f )  fu n k c io n á lt , e z é r t  ( lá sd  [2 1 ) .
2 (Af* -  h , f j )  Ъ 2 (Af* -  h ,f * )
v a g y is
2 (Af* -  h , f j  -  f * )  > о 
De ekkor 7 /~ b ő l a zt kapjuk, hogy
J (fjj)  -  J ( f * )  = J ° ( f * )  -  J ° ( f * )  >
*  <A(fJ -  f * ) ,  £  -  f *  8 /
M ivel A* j= A, azaz A ö n ad ju gá lt, é s  a f e l t é t e l e k  s z e r in t  p o z i t ív  
d e f in i t ,  e z é r t
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(Ax,x)  £  шА I x|j2 
De e k k o r
ahol m. » in f  (Ax,x)  
IÍX«al
J < r j)  -  J ( f* )  »  U ( f J  -  f ” ), -  f* )  >
>  » ,  u t ;  -  f -  < 2
és  m ivel J ( f * )  J ( f * )
e zé r t
lim f*  » f* * o .
E zze l té te lü n k e t  b e b iz o n y íto ttu k .  
Érvényes az a lá b b i t é t e l  i s .
T é te l  / 2 /
Tegyük f e l ,  hogy а К op erátor  K ( t , a )  magja e le g e t  t e s z  az a lá b b i 
eg y en lő tlen ség n ek
J X ( t , e )  -  K ( ' ï . s j j é  W( l t - Tl )  v ( s )
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ab o i W C^) fo ly t o n o s ,  V(o)aO ée ▼ ( s ) £ l fe , akkor
Kf* i f *U
e g y e n le te se n .
B iz o n y ítá s .
A 8/  e g y e n lő t le n e b b ő l k ö v e tk ez ik , bogy 
11*  l l t f*  -  I f *  II T = e .
П -*<* n "2
MegKitatJuk, bogy a K fJ[(n=l,2 , . . .  ),K f* függvényrendeser egyenlő  
»értékben fo ly to n o s .
Valóban
Kf* I -  Kf*
nl t=t» t=st”
(i ß
I J K(t* , s )  f j ( s ) d s  -  /  K (t" ,s  ) f£ (e )d s
^  \(/iKC-fc* , s )  -  K(t",  s ) | 2 ds Bf И ^
á  ( ß -  c l )  G102 W ( | t -  t i )  , ha | t  -  ‘Г И 5
ab oi fe lh a sz n á ltu k , hogy \\ f^  \\ ^ C 1% l l v ( s )  1 <
I sa e r e te s  azonban, hogy ha q^, q , egyen lő  »értékben  fo ly to n o sa k ,  
akkor qa — q- ból  k ö v e tk ez ik  - C » q . Esetünkben ez éppen 
a zt J e le n t i ,  hogy Kf^ — Kf *.
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Á kosa U t ó  negoldáa konTergonctkia V o lterra  t íp u s a  operátor e s e té n
Tegyük f e l ,  hogy а К op erátor V olterra  t ip u s u . Legyen a M egengedett 
rezérló fü ggrén yek  halmaza a köretk esöt
» « { f ( t ) l  1 /  f ( t )  £ C(2 )
2 /  a ( t ) ^ f ( t ) á  b ( t ) |  a ( t ) ^ b ( t )  
a ( t ) ,  h ( t ) e C(2 )
Vegyük as (a ,b )  in tervallum nak t^ » ih ,  1 * 1 ,2 , . . . , n ,  h = ~  
f e lo s z t á s á t ,  Legyen P^a  ^ a s  n-edfoku p o lln on ok  halmaza, és  
T?n  c  P^a  ^ ennek o lyan  rá esh a ln a sa , amelynek pn e  Pn e le n e l  a 
t^  pontban k i e l é g í t i k  a s
* (* t ) -  РЖ^ Х) ^ Ь ( Ь ± ) 
egyenlőtleneéget•
Vegyük a 3 / fu n k c io n á l h e ly e t t  a
n 1 ,
Ja  * X ! c i ^   ^ ” ®j]
i * i  d=i
fu n k c io n á lt , ahol g^ * 8(^^)» f ^ e f ( t j )  éa a c^2 ^
n ily é n  kvadratura fo rn u la  k o n sta n sa i. A PQ halm azt úgy le h e t  tek  
t e n i ,  a  in t  a s  f ( t ^ )  l * l , 2 , » . . , n  pontokon áthaladó n-edfoku p o l i -
помок halm azát.
s  sâmok та
As e r e d e t i  fe la d a t  h e ly e t t  tek in tetik  a s  a lá b b i fe la d a to t t
Min Зп l "f « I -? I , • • • I fn)
*1*^2» * * * Pn
ah ol
r a ( t t ) í  f x -  b ^ )
,
 ^ a ( t n ) - f n - b ( t n )
en -
Minden n -re  kapunk egy matematlk a i  programozási f e la d a to t ,  amit az 
la a e r t  aódezerek valam elyikével megoldhatunk. J e lö ljü k  a megoldást
f * t f " .........fjj - e l  és te k in ts ü k  az f ^ , . . . , f j |  pontokon áthaladó
p*4t) G PQ in te rp o lá c ió s  poliliomot az e re d e t i  fe la d a t  megoldásá­
nak.
á  / 2 /  té te lb ő l  következik , hogy
lim  (K p* -  Kf*) = 0
П —v°°
Érvényes az a lá b b i t é t e l  i s .
T é te l
Tegyük f e l ,  hogy az operátor magja K (s ,s) >  0 , monoton nö és 
K ( t ,s )  £ a O ^ s ^ T  intervallum ban és tegyük f e l ,  hogy
K p *  -  I f*  в CKh1* )
akkor
p * ( t i )  -  f * ^ )
azaz
.  í 0 < b " '  >
ha OÍ -  2
1 0 (b ) ha oL > 2
0 (h  ) ha d * 2
0 (h ) ha oL > 2 .
ahol h = —u
B izonyítás 
A fe lte v é s  s z e r in t
K p* -  Kf* » 0(h* ) о - в  ^T
v a g y is
к (pj -  f*) « о ( ъ л  )
a sas
t
[  K ( t ,s )  (p* (s) -  f* (a ) )  ds = 0(Ь * ) 
о
A t^  pontra  a tra p é z fo ra u lá t  alkalmazva az a lább i egyenlőséget 
kapjukI
I  *<»,.«„> [  p "  ( s 0 ) -  f - ( e 0 ) ] » I  К [ £ ( « , )  -  f C e , ) ]  *
i ' l
+ Ь Ц  K (tl f ad ) [p* ( a . )  -  f * ( s , ) ]  + 0(h2 ) =
d=i
= о сь *  )
i l l e tv e  a p* ( s j )  “  ( s j )  = £ -j j e lö l é s t  alkalmazva, a z t kapjuk, 
hogy
i~ l
I  К ( t i t t 0 ) f  0 ♦ I  К ( t ^ )  £ t  + h X I K (* i.sd ) £ =
j= l
= ОСЬ01 ) + 0(h2 ) 
azaz
i -1
I  K ( t 1 , t l ) £ 1 = - [ ?  6 о + h Х 1 * < * 1 » ва ) £ а +
j= i
+ 0 ( h u  ) + 0(h2 )
í r ju k  f e l  ezt az egyenlőséget i  h e ly e tt  i+1-ге» ekkor
— ьб —
I  ï ( t i+i» t i + i ) £ i+ i  * * [ I  K ( t i+ i» t e ) £ e + h  5Z K (t i ^ i » e j } £ 3 +
3-1
♦ 0 ( h *  ) + 0 (h 2 )
Vonjuk k l ebből a s  egyen lőségb ő l a s  e lő z ő t .  Kapjuk, bogy
I  Cí (t l+ l» t i +l ) £  i +l  -  = “ | Í [ K(t i +i» t o ) “  « V V k o
1-1
♦ * I I  0  ^i+i’V  - K(ti»ej>] £j + М <*1+1»81> f  1 ♦
j a l
+ 0(h2 ) + 0 ( h *  )
Ezt az e g y en lő ség e t az a lá b b i a la k ra  hozhatjuk!
|[«4a»4a> f ia  ♦ «Ч>Ч>ЧЗ ■ -{! - «4*4*. о
1-1
♦ “ E [«4a*V - «V*4$f j * h tI<tia ,ti ) - «Ч*Ч>] f ij
j= l
+ 0 (h *  ) + 0 (h 2 ) 
írjunk  I t t  ' 1 h e ly e t t  1 + 1 -e t i
I  î I ( t l+ 2»t l+ 2 ) ^1+2 + K ( t i+ l» t l + l ) ^ l + l ] *
- - { | [ « t l42»t . ) - K<t l ^ t o ) ] ^ .  +
1
+ h Z L [KÎt i +2»fti ) ”  K (tl-i-l»e j ) ] ^ j  + 
j - 1
+ h [к (* l4 2 *t i + l ) -  К <*1+1,1;1+1>] £  1+1 +
♦ 0( h“4 ) + 0 (h 2 )
Vonjuk k l  eb b ő l az e lő z ő t ,  ekkor a következő egyen lőségh ez  jutunk!
1
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Я><*1«а**1«2>£ьа - « W ^ i l  * "{£.  |[<«*na**.>-«W V > *
i - 1
-  <* ( t U i , t e ) -  K ( t i # t e ) ) ]  ♦ k 2  f ( K ( t l + 2 , e 4 )  -  K t 1+1, e à )) -
d - i
♦ k ^ [ ( K t ^ t j )  -  K<tu l . V )  -  <K<tl 4 l , V  -  K ( t i e t 4 ) ]  ♦
♦ *  £  i n L -  « * 1 Л - Ч л > 3  ♦ °<k # t > ♦ °<*2 >
Vezessük Ъе a következő je lö lé se k e t!  
û l a .  С « * 14а.* а > -  « ( » и » .* ! » ]
“г *1 ■ £«*i*a*V - * I(ti> V ]
így h -v a l tö r té n ő  o sz tás  u tán  az a lá b b i a lak o t kapjuk!
J  L l ( t 1+2, t i4 2 ) £ 1<f2 -  K t i . t i )  £ t ] -  
i - 1
T .  A2 Kj £ j + Д2 *i £ i  + **1 £  i+ l>  
j«l J
-  [ 4 г  л 1 в +
♦ Oík*1"' ) ♦ 0 (h )
azaz
К(%1*2»%1+ 2| j |£
i - 1
1+2
í í i í l i M - I V I I  A * 4 l *
♦ H .  I д2 U  £  j l  * I д2 * i l l  £ i l  * 1д  Ki* i l  1 £  1 * 1 1 *
4-1
♦ 0 (k )  ♦ 0 ( к * ~ ' )
▲ t e t t  fe lte v é se k  a lap ján
9/
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y i 0 l . l i 3t . ß d O
A * Q *ч I ahol Q > 1.
Bkkor a 9 /  e g y en lő t le n e  éget a s  a lá b b i alakban írh atju k  f e l t
K(t 1+2» 4 + 2 )
1+2 2 i£ J '
T  j £ t { + Ah J £ i + 1 | + 0 ( h  " ) + 0 ( h )  
j=o
Megkutatjuk, hogy a 
2 1
»1+2 -  «1 -  <► %*J ♦ <*> » U l  
eg y en let m egoldásai m ajorlsá lják  az
+ Oíh^'*)  + 0(h)
(£  ^ J értékeket, azaz K l K e l*
Valóban legyen
eo " *1 “ *2 “ ш  ( | * o | -  ( £ l l >  1 Í 2 I )  ■ •  
Tegyük 1Ы, hogy j £ ^ |  ^ a^ 3 * 3 , 4 , . . . , 1 .
Akkor
K(t l+2»t l + 2 ) I , , | « V V  I 1 c I
2 * * i +г 1 \ г * l fcl l
1
* Ah2 Z  a t  + Ah e 1+1 + 0 ( h )  + 0 ( h *  ) 
3=o
Válasszuk meg e i+2- t  ug7’ ^ogy t e l j e s ü l j ö n  az a láb b i e g y e n lö t le n -  
ságx
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K (tU 2 1 bl± 2 )
2 4 + 2  1 2
2 l  
аь У
J=o *3 ♦ *  ’ w
+ o ( h A "4) + 0 ( h )  * 1 0 /
*1+2 “  *1
Ekkor
а гаг
K(t i+2*t i + 2 ) e  1
K ( t 1 , t jL) 1+2 1
c
K t ^ ) ^ 1+2
£  -  ч
<  • 1+2
éa s í v e l  a f e l t e v é s  s z e r in t  
| £ 1 + г | ^  e i+2
-----— — >  1 , e s é r t
K( t 1, t 1 )
1 0 /-b ő l  az a lá b b i e g y e n le te t  kapjuk»
1
-  •* » Qfr* Z . e ,  + Ф  a . « ♦ o í h ^ - ') ♦ 0 (h)
’ 1+2 J=o 1+1
írju n k  i t t  1 h e ly e t t  i + l - e t }  ekkor
о 1+1 oc-t ,
®i+3 “ *1+1 * ^  ^  «-j ♦ Ф  *1+2 * 0 ( h )  + 0 (h  >
Vonjuk k i  ebből a s  e lő b b i e g y en lő sé g e t, a s t  kapjuk, hogy
*1+3 “ *1+2 " *1+1 * ®1 = *1+1 + »1+1 +
♦ Qh e U 2  + 0 ( h )  + OOx*'4)
I l l e t v e
e 1+3 -  (1+Qh) e 1+2 -  (1+Q)i2 -  (ÿi) e 1+1 + 9^  »
.  0 ( h )  + O íh ^ 'S
Oldjuk meg a kapott e g y e n le t e t .  ír ju k  f e l  a homogén eg y en le te t»
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Р( Л ) = А3 -  ( 1 + ф )  \ 2 -  (l+Qh2-Q b)A  + 1 = 0
M egm utatjuk, hogy ennek az e g y e n le tn e k  három v a ló s  gyöke v an , és 
e lé g  k is  h - r a
> 1 = -1  + 0 (h )  ; A 2 = l - 0 ( h ) j  = l+ 0 (h  )
Valóban
1 / P (0 ) = 1> 0
2 /  P ( l )  = 1 4  1+Qh bl+Qh^+Qb+l = -Qh2 < 0
3 / P ( - l )  = -2Qb+Qh2 és ha  h < 2 ,  akkor -2Qh+Qh2< 0
V  P(l+Q h) = (1+Qh)3 -  (1+Qh)3 -  (1+Q]h2-Qh) (1+Qh) + 1 =
= Qh2 (Q -l-Q b )
és  ha Q-l-Qb > 0  . azaz > h  (Q 1 ) akkor P (l+ Q h);> 04
Sz a z t  j e l e n t i ,  hogy a  P( A ) görbe a la k j a  az  a lá b b i*
M egm utatjuk, hogy 
V alóban az  a l á b b i  ábrán
P ( i )  = 3 A 2 -  2 ( 1+Qh) A -  (i+Qb2~Qh)| ^  =1 = -Qh-Qh2
tg  У = -Qh-Qh2 =
a = hT+E
és
a = I+E = 0(h)
függvény s z é l s ő é r té k  h e ly é re  a z  a lá b b i  e g y e n lő t le n s é g  i r h a tó  fe l*
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3  X 2  -  2  ( 1 + 0 Д ) Л  -  ( 1 + 0 Д 2 - ф )  =  О
о  <  Л й  =  ( 1 + Q f r )  +  'U + Q fr + Q 2 h 2 + 3 Q fr  >
3
> i±âà±2 = ! + sà
з  з
V ilá g o s , hogy >A ^ 6  ^ ahonnan ^ * = °h .
Keressük meg az inhomogén e g y en le t  egy á lta lá n o s  m egoldását.
Kapjuk
e ( ° )  = ______________________ 01.b.I_t..QXh,l : .J ________________________________
1 l- [0 (h )+ 0 (h *  "')] [l+ (^ 2-Qül - [l+Qh] [0(h)  + O íh * - '  )}2+[0(hJ+Oíh^’1 )J
íg y  az inhomogén eg y en let m egoldásai
e^ rr
ah ol a 
e o = 
e l  =
e ( ^  + ci* Л 1 ♦ c2 ^ 2  + c3 ^ 3
c ^ C g i C j  számok az a lá b b i egyen letren d szer  g y ök eit
e = + c2 + Cj
e * e [ o)  + сх Л 1 + c2 Л 2 + Cj \
С o v 2 2 2
e = e ^  + ^ + c2 A 2 + о j  Л j
Innen
(Ol ,
C1 = ”" * í) í Лл)
_ - ( e  -  C ? ) \ i b i ~  ^  ( ^<4- ~  ^e ~ Cl [)
2 ( A 4 - Л2) ( ^ - Л * )
( e  -  e(t?/j  ^ e^ ~ fc : ^
3 (Л. - A » ) M i  - A j )
azaz
c = ->—--------------------  -  U  -  e .  )
1 '
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°2 в
( Л , - 0 (  < -  
( X , - ^ U r - T v s)
I (оЛ ( е  -  e i )
с  _  ( Л г - O U . - O  / е
5 '  ( Л , - Ш * - А 5)
De
сх « кх (е -е < *  >)
°2 * ^2
Oj * kj  ( • - • £ * • )
a h o l k jjk g fk j ^loo éa a lv e i  e s  o ( k )
Cg a 0 ( k ) ,  Oj в 0 ( h ) .
Ebből azonban k ö v e tk ez ik , hogy e^ = 0(h)
» e zé r t ©j « 0 ( k ) ,
éa i gy  l e j «  o (k )
O ptim ális v e z é r lé s  pereafüggvénnyel p a r c iá l i s  d if fe r e n c iá le g y e n le t
ea e tén
Tegyük f e l ,  hogy egy objektum v is e lk e d é s é t  egy a - x ^ b ,  d ^ t  - ß  
t é g la la p  alakú tartományon
Lu = f* u = u ( x , t )  1 1 /
p a r c iá l is  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  Ír ja  l e  az
lu  . f  1 2 /
p e r e m fe lté te l m e lle tt*  /L egyen L és L l in e á r i s  o p erá to r /
Vegyük úgy, hogy az objektum v is e lk e d é sé t  a tartomány peremén v ezé ­
r e ljü k , azaz j e le n t s e  a v e z é r lő h a tá s t  a <f függvény. Legyen 
q ( t )  e L2 egy ad ott függvény. Legyen x# egy ad ott pont
( a  ^ x# < b )
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T ekintsük a
b 2
J ( 'P ) * J [ q ( t )  -  *  (x# , t  ) ] dt
a
kvadratikus fu n k c io n á lt .
1 5 /
Legyen a f  vezérlôfüggvények  Q £ halmaza egy a á r t ,  konvex 
k o r lá to s  halm az.
F elad ati
Keressük meg a Q halmaznak a z t a f* £ Q e lem ét, amely mini­
m a lizá lja  a 1 5 / fu n k c io n á lt .
A fe la d a to t  a rácspon t m ódszerrel m atem atikai program ozási fe la d a tra  
v eze th etjü k  v i s s z a .
Vegyünk a tartom ány t | B i T  , T » rk , (ah o l r  egy kons­
ta n s  m = 0 , 1 , 2 , . . . ,  n = 0 , 1 , 2 , . . . )  rá csp o n tja ih o z  ta r to z ó  rácsp on t-  
h á ló t ,  azaz a 1 1 / ,  1 2 / d if f e r e n c iá le g y e n le t  h e ly e t t  vegyük az
I (hl r (h)
L h  и  = f
M .(b)
d if fe r e n c ia  e g y e n le tr e n d sz e r t . Ebben a rendszerben az u ^  vektor  
az u ( x , t )  függvény u(n h,mT ) é r té k e i köze l i t  6 é r t ék ein ek  vektorát  
£  pedig  az f ( x , t )  függvény f ( n  h,m T ) érték ein ek  v ek to rá t je ­
l ö l i .
Legyem xQ o ly a n , hogy va lam ilyen  h -v a l x g = lh  leg y en .
Az ism ere tlen  f ( t )  függvényt k ö z e lít s ü k  meg lé p c ső s  fü ggvén n yel! 
vegyük a lép csősfü ggvén yek  a lá b b i halm azát!
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f ' ( 0 - E . o ( 1û.w w
«hol
ha ( i - l )  h «  t  * ih  
aás esetben
Legyen
^  * { ip(k)(t)) f\ Q
Legyen
q( k ) ( t )  « Y- Ч  * i ° ( t )
•ho l
■ q (lh )
Rög s í t  e t t  / k >(t )e setém « d if fe re n c iá le g y e n le t valam ilyen 
s e l l tö  megoldását kapjuk* J e lö ljü k  u^k '- v a l  «в в 'к  ^ (x  ,1  T ) 
értékekre "támaszkodó" lépcsősfüggvényt, azas
4 k )  .  г  s  4 Ь) <*)
e
ahel
u t  -  n (k) Cxe , l T  )
Tegyük a 13/ funkcionál h e ly e tt  a
j ( k )  ( ^ ( k ) ) -  j  [ 4 ( k , - 4 ^ ]  «
fu n k c io n á lt•
As e re d e ti  f e la d a t  h e ly e tt  e ld juk  aeg a s  a láb b i f e la d a to t t
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J<k )  ( t *  ) .  /  [ , < h > - H < h > ] 2 d t  
a ®
fu n k c io n á lt a s
«<h > .  f<*>
1^ u (h) .  * ( * >
1>( h ) e  ^
f e l t é t e l e k  « e l l e t t .
k iad ав к érték k es kapunk ték á t egy n a te n a tik a l program ozási f e l ­
a d a to tt e a t  k e l l  n eg o ld a n l.
Tegyük f e l ,  hogy a 1 1 / eg y en letn ek  a 1 2 / f e l t é t e l  n e l l e t t  lé t « s ík  
Green függvénye, a sa s  a negeldáa
u = Kf
alakban á l l í t h a t ó  e ló .
Tegyük f e l ,  hogy a s  v S ^  = ^  kösse l i t  5 negoldáa konvergál a s
u negeldáahos a s  x# pontban, asas
Il u£h) - uf = II** ^ (h) - КФ(Ь*[| <£
b lso n y es  h - t ó l  kesdve.
J e lö ljü k  ф *-а1 as e r e d e t i  fe la d a t m egoldását ij)^* - a l  ped ig  
a k ö z e l i tó  fe la d a t  n e g e ld á sá t . á s  1 /  t é t e l  a la p já n
l i n  J (h í ( J)( h ) ) = J ( Ф*) 
h — e
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Numerical s o lu t io n  o f  some problems o f optim al c o n tr o l
The paper d isc u sse s  c o n tr o l problems o f  such system s whose 
behaviour i s  d escr ib ed  by p a r t ia l  d i f f e r e n t ia l  eq u ation s and 
which are c o n tr o lle d  under boundary or i n i t i a l  c o n d it io n s . 
And among th e se  problems th ere  are con sid ered  such c a se s  in  
which th e  so lu t io n  o f th e  d i f f e r e n t ia l  eq u ation  (fu n c t io n  of 
th e  s ta te  o f  th e  o b j e c t )  i s  rep resen ted , as a fu n c tio n  o f  
i n i t i a l  or boundary c o n d it io n , in  the fo llo w in g  fonji:
In th e  fo llo w in g  l e t  us tak e some u( xQ, t )  or u ( x , t Q) 
" section "  o f th e  fu n c tio n  o f  th e  s t a t e .
In th e  q u a lity  o f c r i t e r io n  fu n ctio n  we s h a l l  take a fu n c tio n a l  




u ( x , t )  =  ^ K ( x , t , s ) f ( s ) d s
a





[  [ u ( x , t 0 ) -  q(x)  1 dt = (K f-q, K f-q)
a
J ( f )  =
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where q i s  some g iven  fu n c t io n , and operator K l e  o f  
Fredholm ty p e  or o f V o lt e r r a  typ e.
We are d e a lin g  w ith problem s of th e  m in im ization  o f  fu n c tio n a ls  
1 / th a t i s  we are m inim izing in  th e norm the d if fe r e n c e  between 
some " se c t io n s '1 o f the s o lu t io n  o f  th e  d i f f e r e n t ia l  equation  and 
some fu n c t io n .
Let the s e t  Q c  L^  o f  ad m issib le  c o n tr o l fu n c tio n s  f  be a 
c lo se d , convex, boundary s e t .
Let th e s e t  FQ be £ - n e t .  Let be a sequence o f operators
stro n g ly  convergent to  K.
Let us ta k e  in stead  o f  th e  sca la r  product some approxim ation  
o f the same and l e t  us g iv e  to  t h i s  f a c t  the n o ta t io n  (u , u)n .
Let us assume th at
( u , u ) n ------ > ( u , u ) i f  n — » «*>
Let us ta k e  instead  o f  fu n c tio n a l 1 /  th e  fo llo w in g  "approximate" 
fu n c t io n a l
W  = < V n " î .  V n " l> n  2 /
Instead  o f  the i n i t i a l  problem l e t  us consider th e  fo llo w in g  
problem* l e t  us d e fin e  th e  minimum o f  fu n c t io n a l 2 /  on the s e t
On -  «•
Depending on th e ch o ice  o f  approximate operators and s e t
Fn , th e  problem i s  reduced in  c e r ta in  cases t o  a problem of  
m athem atical programming. We so lv e  t h i s  problem w ith  the a id
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o f one o f  th e  known m ethods. We o b ta in  f o r  every  n th e  
app rox im ate  s o lu t io n  f n which we may co n sid e r a s  an approx im ate  
s o lu t io n  o f  th e  i n i t i a l  p rob lem .
W ith r e s p e c t  to  th e  co n v erg en ce . We o b ta in ,  t h a t  tin d er c o n d itio n s  
imposed on o p e ra to r  and s e t  PQ
iim  J n ( f £ ) ------ * J ( f * )
and i f  К i s  a  p o s i t iv e  d e f i n i t e  o p e r a to r ,  then
when
Under s p e c i a l  c o n d itio n s  we o b ta in  t h a t
П ---- > *3
f ^  ► f * u n iform ly .
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Приближённое решение некоторых задач оптимального управления
В работе рассматриваются задачи управления таких систем, по­
ведение которых описывается дифференциальными уравнениями в част­
ных производных, и управление которых происходит при граничных или 
начальных условиях. И среди этих задач рассматриваем такие случаи, 
когда решение дифференциального уравнения /  функция состояния объек­
та /  представляется, как функция начального или граничного условия
f  (s) , в следующем виде:
ъ




U lx , t ) = j  K (x » t» 8 ) f  Is )ds 2 . /
Возьмём некоторое u lx 0, t )  или u[xQ, t  ) "сечение"
функции состояния u ( x , t )
В качестве функции цели будем выбирать функциональ следующего
типа:
ъ
J ( f  1 = $ [ > ( x 0 , t )  -  < ^ ) ] 2 d t  =5Kf -  «И2
a
или:
ъ 4 * /
J ( f )  = $ i u ( x , t 0 ) -  q ( x j ] 2 dx = | Kf -  q |2 
a
где q -  некоторая заданная функция, a оператор К типа Фредгольма, 
а именно:
ъ ъ
Kf = $ К(х , t , 8  ) f  [a jd a , Ы и  Kf = j  K (x ,t  , s ) f  ( s /d s  
a  a
или типа Вольтера, a именно: 
t
Kf = $ K (x0 , t , s ) f  (s ;d s
Г
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где X t  -  данные точки.о о
Рассматриваются задачи минимизации функционалов 4 . /  
т .е .  минимизируем в норме разницу между некоторым сечением диф­
ференциального уравнения и некоторой функцией.
Пусть множество допустимых управляющих функции f  некоторое
q ç l L2 замкнутое выпуклое ограниченное множество.
Дадим приближённое решение задачи.
Пусть н -  -  сеть в г •
_ „ п 2 __
Пусть Кп последовательность операторов сильно сходящихся к К.
Пусть = QOНд. и допустим, чтоОц^ 0.
Возьмём вместо скалярного произведения какое-нибудь приближение 
его /  например, какая-нибудь квадратурная формула / ,  обозначим этот 
факт символом ( ) п . Предположим, что для u e L 2
Hu »u)n < £ если n > N0
Возьмём вместо функционала 4 . /  следующий "приближённый" 
функционал:
V n - t í n  5 - /
Вместо первоначальной задачи рассмотрим следующую задачу:
Определим минимум функционала 5 . /  на множестве 0 » .
В зависимости от выбора аппроксимирующих операторов Кп 
и множества ^  задача в некоторой части случаев сводится
к задаче математического программирования. Например, если нп 
есть множество ступенчатых функций, или полиномов. Эту задачу решим 
с помощью одного из известных методов. Получим для каждого п 
приближённое решение . которое можем считать приближённым ре­
шением первоначальной задачи.
0 сходимости доказываются следующие утверждения:
Пусть f  -  решение первичной задачи, a f  -  приближённой 
задачи. Тогда при условиях, наложенных на оператор К и множество
6
82
И если К -  положительно определенный оператор, тогда
К  - f  * 1 °
Ем и для ядра оператора К имеет место
[к  ( t ,s ) -  К (Т , з ) [ -  w( | t  -T l )  V[s ) 
где w ( ^ )  равномерно непрерывна v(s)  í L2 тогда
lim  K f* ------ > K{* равномерно.
n-9 o° n
При специальных условиях f n сходится к f*  равномерно.
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Párosfokszém u pollnomok fe lb o n tá sa  Hurwitz— éa antlhurwltz-kom ponensefrre.
Varga Gyula»
párosfokazámu polinom ot 
alakban Hurwit z -  és  an tih u rw itz-
1 • /  Szűrők te r v e z é sé n é l l é p e t t  f e l  az a f e la d a t ,  hogy az
Г ( 0 =  ÏÏ (z2 + u);)2 + £*ff ( *2 ♦ í l  )*im 1 "r’
F ~ (  Z * ) —  Ü  ( Z2 + cij Z + ßi } . f  (2*-Ы;2+Р0
I“» ín
p o lln oaok  szo rza tá ra  bontsuk f e l .  ( 0 < £ Æ 0 < a < n ,  o<=- uj ^ ,o  ^ ^
M ivel P(z2 ) az  Г ,(z2) -  Д  + wj*j + j ^ f ,  (z* + Ï* ) és
í^(zl)=  ?  (Z2+u?) - j £  fî ( z2+ ^  ) p o lln oaok  szo rza tá ra  bon tható , 
i =i 2 h=l
elegend ő F ^ ( z ;  f e l s ő  komplex f é ls ik b a  eső  gyökeinek meghatáro­
zá sa , a e r t ezek s e g ít s é g é v e l  a H ( z ) = T ( z 2+ Z \ z ^ \ z  +|Zs|2)
Hurwit z -p o lin o a  e l ő á l l í t h a t ó .  A gyökök m eghatározására a Newton- 
Raphson f é l e  módszernek a z t  a v á lt o z a t é t  h aszn á lju k , amely az ö s z -  
s z e s  f e l s ő  komplex f é ls ik b a  e ső  gyök valam ely alkalm as k ö z e l í t é s é ­
b ő l k iin d u lv a  i t e r á c ió s  lép ésen k in t valam ennyi gyököt p o n to s ít ja .
К módszer előn ye még az i s ,  hogy nem k íván ja  meg az F^(z ) függ­
vény d e r iv á ltjá n a k  k is z á m ítá sá t . (K e m e r -fé le  v á lto z a t .  )
A gyökök kezdő k ö z e líté sé n e k  a z^° 'J = j u)^ ( i = l , . . . , n )  számokat
2
te k in t jü k , s figyelem be v é v e ,  hogy F^(z ) páros fokszámu, az 
i t e r á c ió s  e l já r á s t  a következő k é p le t t e l  adhatjuk meg»
.«*••> -?(Ю Г\ ( Z'~ J ,
' '■ 22Í“*. 1Î (2Г,№ - ( ........n)
Az i t e r á c ió s  e l j á r á s t  a k e l lő  pontosság e lé r é s e  után fe je z h e tjü k  
b e.
A l e i r t  e ljá r á s  programja k é tsz e r e s  pon tosságra k é sz ü lt  az U ral-2  
gépre KFT autókódban.
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A program h asználatáh oz az a lá b b i adatok szükségesek»
 ^ V ^n , (aJí , m , J„ ( £  .
2
Eredményül Р ^ (z ) f e l s ő  komplex f é l s i k b e l i  g y ö k e it kapjuk, me­
lyek b ől a H urw itz-polinom  eg y ü tth a tó i egy már régebben e lk é s z ü lt  
program s e g ít s é g é v e l  e lő á l l i t h a t ó k .
2 . /  Az edd igiek ben  e lő fo r d u lta k  olyan fe la d a to k  i s ,  amelyekben az
r ( z ) =  II ( z 2 + inf )2~~ d ’z1 II (z +У;1) párosfokszám u polinom ot k e l -í*t i=l
l e t t  H urw itz- é s  antihurw itz-p olinom ok szo rza tá ra  bon tan i 
( (h 0 , -  0» 0 <  1» O c m < n ) ,  M ivel
Fiz)® F,(z)Fz(z)=[ i! (z^w;) + £ z ï( z S ^ j ] f f e tUf)-f2Î(z^^y
' u (=1 l»l J 1*1
ezér t e legen d ő  az e lső  té n y e z ő v e l fog la lk ozn u n k .
Az F-^z) polinom  e g y ü tth a tó i v a ló sa k , e z é r t  kon ju gá lt komplex 
gyökpárokkal ren d e lk ez ik . E gyökpárokhoz ta r to z ó  másodfokú tén y e­
zők Zz -  2<*. z 4 ol; + /i; alakúak, ah ol e gyökpárok
v a ló s  r é s z é t ,  + ß  ^ p ed ig  a k ép zetes r é s z é t  j e l e n t i .  1  másod­
fokú tén y ező k  közül azok, amelyekben n e g a t iv , egyben a H(E)
Hurwitz-polinóm nak i s  t é n y e z ő i .  Feladatunk te h á t abban á l l ,  hogy 
megkeressük az ö ssz e s  o lyan  másodfokú té n y e z ő k e t, melyekben ó<  ^
p o z i t ív ,  s h e ly e t t e s í t s ü k  olyan tén y ező k k e l, m elyeket ezekből 
dH  e lő je lé n e k  m eg v á lto z ta tá sá v a l nyerünk, v a g y is  az F ^ (z) p o -
linom ot sorjában a - ' F, fz ) - v e i  h e ly e t t e -Z — 2díí Z to(; + [ii
s i t s ü k .  Ezek v ég reh a jtá sa  után eredményül a H(z)  H u r w itz -p o ll-  
nomot kapjuk. A fe n t  m egem lített tén y ező k et Balratow fa k to r iz á c ió s  
e ljá r á s á v a l kapjuk meg k é tsz e r e s  p on tosságra . Legyen
F,(z) = ( z Z-  2ot;Z + 0(-, + ßi ) [ г  t û w z + . . .  + QJ
akkor, f^ -v a l  j e lö lv e  F ^ z í-b e n  zk e g y ü tth a tó já t , f ^ - t  
f^  + Ц \ oi; 1 Qic-| - g y e i  k e l i  h e ly e tte s íte n ü n k  ( k = 2 n - l , . . .  , 1  ),  
f 2n maradnak. A B a ir s to w -fé le  e ljá r á sh o z
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kezdő k ö z e l í t é s e k e t  a * i = d *0j_ s e g ít s é g é v e l  képezhetünk.
A fe la d a t  megoldásának programja az U ral-2  gépre k é sz ü lt  BFT a u tó -  
kódban k é tsz e r e s  p on tosságra .
Alkalm azásához a kővetkező adatokat k e l l  megadnunk] 
r> , ( п ^ б )  , w; ( m , ft  , £  ■
Eredményül a H(z)  H urwitz-polinóm  e g y ü tth a tó it  kapjuk csökkenő 
fokszám s z e r in t  rendezve.
Varga Gyulai
A "Bairatow ( n ) n e l j á r á s .
A BIT c . fo ly ó ir a t  1967. é v i  ?. számában G.M,B ir tw is t le  és  D .I.E vans  
az alább ism e r te té sre  kerü lő  módszert k ö z ö lté k  pollnomok fa k to r iz á -  
c ió já " a  vonatkozóan:
Legyen adva egy p ( x )  m-edfoku polinom  és  valam ely n-edfoku té n y e -
M
zőjenek (n ^ ) egy q(a)  k ö z e l í t é s e .  A pontos Q(m) tényezőhöz a
következő e ljá r á s  s e g ít s é g é v e l  Juthatunk é l i
A p (x )-n e k  q ( * ) - s z e l  v a ló  o sz tá sa  révén adódó p ( x ) = q ( x ) . r ( x ) + s ( x )  
azonosságot ( r ( x j  a hányados, s ( x )  a maradék) a q(x)  polinom  i - e d -
» f t !
fokú tagjának  eg y ü tth a tó ja  s z e r in t  p a r c iá lis á n  d er iv á lv a  ( i a O , l , • . . , n - l )  
kapjuk az
* r w = -<*<*)
e g y e n lő sé g e t, B szerinu a Bsj
Ъ ф
p a r c iá l i s  d e r iv á lta t  x A.r (x ) -n e k
q ( x ) - s z e l  tö r tén ő  e lo s z tá s a  révén kapjuk, mint az o s z t á s i  maradék 
J-edfoku tagjának  e g y ü tth a tó já t , e lle n k e z ő  e l ő j e l l e l  véve.
J e lö ljü k  a pontos Q(x) és  a k ö z e l í tő  q( x )  polinomok különbsége  
k-adfoku tagján ak  e g y ü tth a tó já t ( í^ -v a l ,
ájj. = ( k=0 , 1 , , « • , n—1 )
a p (x )-n ek  Q ( x ) - s z e l  v a ló  o sz tá sa  révén kap ott maradékot s (Q ) -  
v a l  ( = 0 ) ,  a q ( x ) - s z e l  v a ló  o sz tá s  révén k ap ott aaradékot p ed ig  
s ( q ) - v a l .  s(Q) j-ed fok u  tagján ak  e g y ü tth a tó já t , s ^( Q) - t  T ay lor-  
sorba f e j tv e  kapjuki
^I1 p 3 s , ( q )
О = e^(Q) = + 2  & к — r + • • ■ (4^0 , 1 ,  • . .m-1 )
kso  ^
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Á d k 1 -n ó l Magasabb h atván ya it tartalm azó tagok at elhanyagolva  
S k m eghatározására a
n—1
kso 9 q k
8d ( jsO(1 , • «• ,П—1 )
l in e á r is  e g y en le tren d szer t kapjuk. Éhnek m egold ása it q eg y ü tt­
h ató ih oz  hozzáadva, a Q(x) polinom ra jobb k ö z e l í t é s t  kapunk.
q£i+ 1 ) = + ^ k  ( k = 0 , l , . . . , n - l )
( 1 = 0 , 1 , * . , )
A módszer n = l-r e  a közönséges N ew ton-féle  i t e r á c ió s  e l j á r á s t  adja , 
n= Z-ге ped ig  a B a ir s to w -fé le  i t e r á c ió s  e l j á r á s t .  E zért a B airstow -  
f é l e  i t e r á c ió s  e ljá r á s  á lta lá n o s ítá sá n a k  te k in th e tő .
Az e ljá r á s  programja az U ra l-2  gépre k é s z ü lt  KFT autókódban leb egő­
pontos a r itm e tik á v a l.
Á lta lá n o s íto t t  B a ir sto w -e ljá rá s
G.H.Golüb és T .B .R obertson az ACM közlemények 1967« jú n iu s i számában 
a B a ir s to w -fé le  p o lin o m fa k to r izá c ió s  e ljá rá sn a k  egy s p e c iá l i s  á l t a ­
lá n o s ítá s á t  k ö z ö lté k , m elyet i t t  ism ertetü nk .
Az e ljá r á s  leh e tő v é  t e s z i ,  hogy a P0 , P ^ , . . . , P n polinomok valam ely  
a0Pn +a1Pni-1+ . . . +aúP0 l in e á r i s  kom binációját, melyben PQ=1, s a 
P^ polinomok a P-1 = o)
rek u rzióé  formulának te szn ek  e le g e t ,  (P2-  otP^- ßP0 (*> оРп -2 +***+Ъп-2Р
alakú tényezők  szo rza tá ra  bontsuk f e l .  A rek u rziós k ép letb en  szerep lő  
ck* dk* ®k t e 'fcsaö l e6es  v a ló s  számok leh e tn ek  (c^jío).  M ivel P-^.P^ 
k ife je z h e tő  Pk+1, Pfc és  P j ^  l in e á r is  kom binációjaként, Pp'^k 
pedig  Pjj.^ 2 » Pk+1i Pjj., Pk_2 és Pk_2 l in e á r is  kom binációjaként, 
a z ér t a közönséges B a irstow -eljárásb an  sze r ep lő  polinom oH ztásokat, 
kisebb  m ódosításokkal, e lv ég e z h e tjü k , s Így egy i t e r á c ió s  e l j á r á s t  
kapunk, amely valam ely (3 0 k ö z e litő  érték ek b ől k iin d u lv a  a
pontos P2-  dP^- (3PQ tén yező  eg y ü tth a tó ih o z  k on vergál. A konvergen­
c ia  másodrendű, akkor i s ,  ha a pontos P2- o t Рд-/3 PQ tényezőnek  k é t­
sz e r e s  gyöke van .
Az á l t a lá n o s í t o t t  B a ir s to w -fé le  fa k to r iz á c ió s  e l j á r á s ,  alkalm azható  
többek közt az un. t r id ia g o n á l is  m átrixok s a já té r té k e in é к meghatáro­
zására . Az i ly e n  m átrixok k a r a k te r isz t ik u s  polinom ját u i .  a fe n t  
megadott rek u rziós form ula s e g ít s é g é v e l  kaphatjuk meg.
Az e l já r á s  programja az U ra l-2  e lek tro n ik u s  szám ológépre k é sz ü lt  
lebegőpontosán EFT autókódban. Bemenő adatokként Рц rendszám át, 
az a0 , . . . , a n sú ly o k a t, továbbá a rek u rziós formulában sze r ep lő  
c^, djj. é s  e^ számokat k e l l  megadnunk, eredményül a pontos tényező  
^  é s  ß e g y ü tth a tó it  kapjuk eg y szeres  szó h o sszu sá g g a l.
Varga Gyula:
Varga Gyulai
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A La B udd e-féle  m átrix t r ld la g o n a l lz á lá s i  a lg o r itm u s.
A B a ir sto w -fé le  p o lin o m fa k to r izá c ió s  e l  járásnak egy , az ACM k ö z le ­
ményekben (1 9 6 7 . ju n iu s) m egjelen t á l t a lá n o s í t á s a  le h e tő v é  t e s z i  
az un. t r id ia g o n á l is  m átrixok sa já té r té k e ln e k  k ö zv e tlen  meghatáro­
zását a k a r a k te r isz t ik u s  e g y en le t  eg y ü tth a tó in a k  k iszá m ítá sa  n é lk ü l.
Az i t t  ism e r te té sr e  kerü lő  La B udd e-féle  e ljá r á s  alkalm azható t e t ­
sző leg es  n ég y zeta lak u  m átrix  t r id ia g o n á l is s á  t é t e lé h e z ,  a n é lk ü l, 
hogy a m átrix s a já té r té k e i t  m egváltoztatn á  (ACM Computing Reviews 
1968. á p r i l i s ) .
Az e ljá r á s  t e t s z ő le g e s  nxn -es m átrixot n -2  lép ésb en  t r id ia g o n a l iz á l .  
J e lö ljü k  az á ta la k íta n d ó  m átrixot Ад-g y e 1 , az egyes lé p é se k  eredmé­
n y e it  A2 »• • • » - v e i .  A^ —b ő i » következőképpen nyerjük«
P a r tic io n á lju k  A^-t az a lá b b i módont
*i n-«
ahol i x i  nagyságú t r id ia g o n á l is  m átrix . Ai+ 1- e t  ЬЦА^ Н^ ' 
alakban k eressü k , ah ol a következő alakút
-1
г
-  « 9  -  .I л -i
RT =
1 _ ! l  °  _
о I Hi-I n-i
I
ah ol H ^ -e t  = I -  ß ( x ,y )  alakban k eressü k . Az I t t  s z e ie p ló  oí,/3
sk alárok at továbbá az x  n- 1  méretű o sz lo p v ek to r t és  az у n-1  
méretű so rv ek to rt az alábbiakban határozzuk  meg« H^H^=I~ből adód ik ,
4 i
hogy 5; + ß , m ásrészt -b en  ci  h elyébe H .^ ,  b^
helyébe b^H^ k e r ü l, a az x  é s  у komponenseit úgy akarjuk megvá­
la s z t a n i ,  hogy az 1 . k iv é t e lé v e l  valam ennyi 0 le g y en . íg y  2 ( n - i )+2 
ism ere tlen re  2 ( n - i ) - l  e g y e n le te t  Írhatunk f e l ,  továb b i 3 f e l t é t e l  
önkényes megadásával az eg y en letren d szer  m egoldható. A transzform á­
c ió s  lé p é s  v ég reh a jtá sa  után kapott A^+ i már igy  p a r t ic io n á lh a tó i
n - l í  +  1 n - l - *
ah ol ( i+ 3 )z ( i+ l) -e 8  tr id ia g o n á lis  m á trix , B^+1 ped ig
*
( n - i - D x ( n - i - l ) - e s  m átrix . Az n -2 - ik  lé p é s  eredményeként adódó 
A j ^  m átrix t r id ia g o n á l is .
Az e ljá r á s  programja az U ra l-2  gépre k é s z ü lt  EFT autokódban. A m átrix  
e lem e it  so rfo ly to n o sa n  k e l l  megadnunk, s hason ló  sorrendben kapjuk a 
t r id ia g o n a l iz á lt  m átrix e le m e it .
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